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Introduction
Avec les nouvelles opportunités expérimentales offertes par les faisceaux radioactifs,
l'un des enjeux majeurs de la physique nucléaire actuelle réside dans l'observation et
l'interprétation des propriétés des noyaux loin de la stabilité. Du côté riche en protons, la
majorité des efforts se concentrent en fait sur les systèmes présentant des nombres similaires
de protons et de neutrons. Ces noyaux sont en effet susceptibles de développer une
superfluidité proton-neutron dont l'importance vis-à-vis des corrélations d'appariement entre
nucléons identiques fait l'objet de nombreux travaux théoriques.
En particulier, une telle compétition a déjà été étudiée dans le cadre d'approximations
de champ moyen (formalismes BCS et HFB) [cf. article de synthèse Goo99], mais des études
schématiques semblent indiquer qu'il faille aller au-delà de ces approximations en présence
d'appariement proton-neutron [Eng96, Civ97, Dob98]. Par ailleurs, la structure de la ligne
N = Z a également été recherchée à partir du modèle en couches grâce à la diagonalisation
directe de l'hamiltonien [Pov98] ou en faisant appel à des techniques Monte-Carlo [Dea95,
Lan96, Lan97, Dea97]. Dans le premier cas, il n'est toutefois pas possible d'étendre les calculs
à un nombre élevé de particules dans l'espace fp-g9/2 alors que, dans le second, l'obtention
d'une spectroscopie détaillée est rendue délicate par la nécessité de travailler à température
non nulle et par les incertitudes qu'engendre l'utilisation d'une procédure d'extrapolation. Il
convient néanmoins de signaler qu'une méthode hybride (QMCD), proposée par Otsuka & al
[cf. article de synthèse Ots99], apparaît en mesure de pouvoir traiter la majorité des noyaux
N = Z de la couche./p bien qu'a ce jour aucune application à des systèmes impair-impair n'ait
été réalisée.
En outre, même si les progrès informatiques ont tendance à favoriser la mise en œuvre
de ces calculs numériques complexes, il faut bien prendre conscience que leur utilisation
exclusive risque de masquer l'origine physique réelle de certains phénomènes constatés dans
les résultats. Il est en particulier instructif de se rappeler que l'explication des bandes
rotationnelles dans le contexte du modèle en couches, permettant ainsi d'établir une connexion
avec le modèle collectif de Bohr et Mottelson, n'est intervenue que par construction d'une
interaction analytiquement soluble en terme du groupe continu SU(3) [E1158]. La recherche
d'hamiltoniens reflétant l'essentiel de la structure des systèmes étudiés tout en étant
exactement diagonalisables conserve donc un intérêt primordial. De plus, le recours fréquent
aux méthodes de la théorie des groupes dans la résolution de ces modèles donne la possibilité
de mettre en exergue des invariances abstraites de l'interaction nucléaire effective qu'il aurait
été difficile d'appréhender dans une approche purement numérique. Concernant
spécifiquement les noyaux N = Z, de telles considérations simplifiées ont en fait déjà été
proposées : on peut par exemple citer le modèle SO(8) de Flowers et Szpikowski qui
s'intéresse à un ensemble de nucléons interagissant dans des orbites dégénérées via des forces
d'appariement à spins parallèles et à spins antiparallèles [Flo64]. Pour l'aspect collectif, des
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descriptions en bosons ont également été élaborées dans l'esprit du modèle IBM de Arima et
Iachello [Ari75] dont il est utile de rappeler qu'il s'est progressivement imposé au niveau des
noyaux stables de masse moyenne ou élevée de par son succès à interpréter dans un même
cadre la diversité des structures observées. Par la prise en compte des degrés de liberté proton-
neutron, les approches IBM-3 et IBM-4 d'Elliott & al [E1180, E1181] visent en fait à atteindre
un objectif similaire pour les systèmes N =Z. D'ailleurs, l'approximation IBM-3, où seuls des
bosons isovectoriels sont considérés, s'est avérée concluante pour les noyaux pair-pair au-delà
du Ni et ce, aussi bien en déduisant microscopiquement l'hamiltonien [E1196] qu'en
l'ajustant sur les données expérimentales [Gar99]. En revanche, le formalisme IBM-4,
beaucoup plus complexe àcause de l'inclusion des paires isoscalaires, n'avait été jusqu'alors
utilisé que dans des calculs schématiques [Hal84, Hal85, Han87, Van97] et nécessitait par
conséquent un examen plus approfondi qui va précisément faire l'objet d'une part importante
de ce mémoire.
Plus exactement, c'est à la frontière des traitements algébriques et numériques des
noyaux N=Z que s'inscrit le travail de thèse ici présenté. Après avoir repris dans le premier
chapitre les notions de symétrie en mécanique quantique et leur implémentation mathématique
en termes de groupes, un schéma de classification algébrique des noyaux N = Z de masse
A« 50 sera construit puis testé vis-à-vis des états du modèle en couches et de la décroissance
p. Sa réalisation partielle en termes de bosons sera ensuite examinée et permettra d'établir une
connexion avec le modèle IBM-4. Dès lors, un certain nombre de phénomènes physiques
spécifiques à la ligne N=Z, comme la condensation en structures de type a ou la destruction
des corrélations superfluides isoscalaires par le potentiel spin-orbite, seront mis en évidence
analytiquement. Enfin, nous présenterons les premiers résultats numériques obtenus par
diagonalisation complète d'un hamiltonien IBM-4 déduit d'une interaction résiduelle réaliste
de manière àpouvoir estimer dans quelle mesure cette approximation peut constituer pour les
noyaux plus lourds une alternative intéressante au modèle en couches.
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Approches algébriques en mécanique quantique
Depuis l'avènement de la théorie quantique, l'utilisation des symétries dans la
modélisation des systèmes physiques a connu un essor considérable. Initialement associé à
l'existence de régularités dans la configuration spatiale des particules d'un système, le concept
de symétrie s'est en fait progressivement généralisé à des degrés de liberté moins intuitifs. Cette
évolution a ainsi permis d'appréhender des thèmes aussi diversifiés que l'unification des
interactions fondamentales, le développement des mouvements collectifs dans les systèmes à N-
corps ou les phénomènes critiques en physique statistique.
Dans ce chapitre, nous proposons de donner un sens précis aux transformations de
symétrie d'un système quantique de manière à pouvoir construire leur réalisation mathématique
dans l'espace des états. Les conséquences d'une structure de groupe seront ensuite examinées
avec une attention particulière aux transformations continues et aux algèbres de Lie qui les
engendrent. A titre d'exemple, les groupes unitaire et orthogonal, constamment utilisés par la
suite, seront considérés. Dès lors, nous nous focaliserons sur la notion de symétrie dynamique
essentiellement en raison de son pouvoir prédictif lorsqu'on ignore la forme précise des
interactions comme c'est souvent le cas en physique subatomique. Basée sur la classification par
inclusion des algèbres de Lie du système, cette symétrie sera finalement discutée par ses
manifestations dans divers contextes allant de la physique des particules à la structure
moléculaire.
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Définition et propriétés générales des opérateurs de
symétrie d'un système physique
En mécanique quantique, effectuer une transformation g sur un système consiste à
remplacer chacune de ses variables dynamiques A par une nouvelle A' et chacun de ses états
\W) par un autre \W). Il yaalors invariance si une telle opération n'affecte en rien les propriétés
physiques du système. End'autres termes, les résultats de n'importe quelle observation avant et
après transformation demeurent les mêmes ainsi que la loid'évolution. Par conséquent :
i)Etant dans l'état 1^) la probabilité de trouver des résultats de mesure correspondant à
unket \0) se doit d'être identique à la probabilité définie dans des termes analogues au niveau
des vecteurs transformés :
\{W\0)\2=\(W'\0')\2 (1.1)
ii) Si \nt)) =U(t,t0)\w(t0)} alors \W'{t)) =U(t,t0)\W'(to)), U{t,t0) correspondant à
l'opérateur d'évolution entre les dates t0 et t.
C'est précisément l'analyse de ces 2 conditions qui va contraindre la correspondance
bijective entre les états de départ etceux issus de l'action de l'opération de symétrie. En premier
lieu, il est possible de montrer que la conservation en norme du produit scalaire représentée par
la condition (1.1) obligecette loi de correspondance à être :
B linéaire et unitaire
{X\W) +n\0))=l\W) +ii\0') (1.2.a)
(W\®') =(w\<p) (1.2.b)
ou
• antilinéaire et antiunitaire
{*\W) +p\<P))' =X\W') +ii\0') (l.3.a)
(w\®>)={v\®y (i.3.b)
Cet important résultat constitue le théorème de Wigner [Wig59] et a étérigoureusement démontré
par Bargmann selon un raisonnement repris dans la référence [Ster94-appendice D]. Dans les
cas concrets, la solution linéaire estprivilégiée par de nombreuses invariances : on peut citer les
translations, rotations ou réflexions et plus généralement nous verrons dans le prochain
paragraphe II-3 que toutes les transformations continues astreintes à vérifier les axiomes d'une
structure degroupe deLie nepeuvent être décrites de façon cohérente que par des lois linéaires.
Dans tous ces cas, la relation \W)^\W) permet d'introduire un opérateur linéaire G tel que
G\W) =\W) et satisfaisant par ailleurs aux propriétés habituelles avec en particulier un adjoint
G+ défini par :
(O\(G+\W)) =[(W\(G\0))1 d-4)
Bien que moins familière, lasituation antilinéaire se trouve cependant réalisée dans les systèmes
physiques comme par exemple dans l'étude du renversement du temps [Mes95-chapitre 15].
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Son usage nécessite quelques précautions en particulier au niveau de l'opérateur adjoint pour
lequel on est amené à poser :
(0\(G+\W)) =(W\{G\0)) (1.5)
Par ailleurs, il est important de signaler que le comportement du produit scalaire sous la
transformation, représentépar les équations (1.2.b) ou (1.3.b), se traduit dans les 2 cas par :
GG+ = G+G = 1 (1.6)
Ayant établi la nature mathématique générale des opérateurs assurant la traduction des
symétries au niveau des états du système, il est maintenant aisé de procéder à l'analyse du
comportement des observables. Comme nous l'avons précisé au départ, l'hypothèse
d'invariance implique l'insensibilité des résultats de mesure aux transformations effectuées. Au
niveau des valeurs moyennes, on a donc :
(W\A\W) = (W'\A'\W') (1.7)
Mais, enposant \%) = A'\W) , ilvient, compte tenu du caractère réel de lavaleur moyenne :
(W\A \W) =(Wf\Z) =(X\ {G \W)) =(W\ (G+ \Xj) =(W\ (G+A'G \W)) , pour tout \W)
En d'autres termes, A - G+A'G et donc :
A'=GAG+ (1.8)
Il en résulte que toute relation entre observables du système est conservée par la
transformation de symétrie si son opérateur associé est linéaire et remplacée par la relation
complexe conjuguée lorsqu'il est antilinéaire. Finalement, le contenu physique de la loi de
correspondance G est donc déterminé par la façon dont sont modifiées les variables dynamiques
fondamentales £ à partirdesquelles toutes les autres grandeurs s'expriment. En d'autres termes,
lesrelations ë,'-Gë,G* caractérisent physiquement la transformation en mécanique quantique.
Elles ne sont toutefois pas suffisantes pour déterminer complètement l'opérateur G. Supposons
en effet qu'il existe un autre opérateur G0 vérifiant ces mêmes relations :
?=g0çg; (i.9)
Dès lors, comme £ = G+0 £' G0, il vient %=GgG £,G+G0 , c'est-à-dire :
[G^G ,£] =0 ,quel que soit £'• (1.10)
GqG commute donc avec n'importe quelle fonction F(£) des observables fondamentales et ainsi
avec toutes les variables dynamiques A du système. En choisissant un vecteur propre commun à
un ensemble complet de variables An qui commutent, et donc labellé par les valeurs propres A„
de ces observables, on aura :
A„G0+G|{A„}) =G0+GAn|{A„}) =A„G0+G|{A;1}), pour tout n (1.11)
Par suite GgG {A„}) est nécessairement proportionnel à |{A„}) :
G^G |{A„}) =/c|{A„}), si bien que G+0G F(Ç) |{A„}) =kF(%) |{A„}) quelle que soit F(|).
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Acemoment-là, si l'on admet que l'espace des états d'un système est irréductible par rapport à
ses observables fondamentales |", c'est-à-dire qu'il n'existe pas de sous-espace stable par action
des opérateurs g, l'ensemble des kets F(f) |{A„}) se doit d'être identifié à l'espace tout entier
(cet ensemble esteneffet manifestement invariant parrapport aux £ ). Ainsi :
G+0G = Constante K (1.12)
Dès lors, GqG [G^Gj = GqGG+G0 - 1= jk\2, ce qui prouve que Kest un simple facteur de
phase e'a et donc que G = e'aG0. Finalement, nous venons de mettre en évidence que
l'opérateur G représentant une transformation de symétrie au niveau des états quantiques d'un
système, n'est défini qu'à un terme de phase e'a près.
Il reste maintenant à aborder le problème des symétries sous l'angle de l'évolution du
système au cours du temps. Dans ce contexte et comme mentionné dès le départ dans le point ii),
postuler l'invariance sous l'action d'une opération Ç entraîne que les vecteurs transformés
doivent se modifier dynamiquement de la même manière que les étatsnon transformés, soit :
'\nt))=u(t,tà)\w{t0))
, ••••, , „ . U(t,t0) étantl'opérateurd'évolution entre les instants L et t.\¥>(t)) =U{t,t0)\¥'(t0))
Ainsi G\W(t)) =U(t,t0)G\W(t0)) et donc \W(t)) =G+ U(t,t0) G\w(t0)) quel que soit le
vecteur \W). En conséquence, à un facteur de phase près qui peut être pris égal à 1 pour la
plupartdes symétries envisagées en physique [Mes95-page 564] :
G+U(t,t0)G =U(t,t0). (1.13)
Or, pour une évolution sur une durée infinitésimale dt, on a V(t0 -f dt,t0)=1- - H[t0 )dt avec H
l'hamiltonien du système, si bien que G*H(t0) G=H(t0) ou encore :
[H(t0 ), G]=0pour tout t0 (1.14)
Ainsi, toute symétrie imposée à la dynamique d'un système physique se traduit par la
commutativité de son hamiltonien avec l'opérateur unitaire ou antiunitaire représentant la
transformation mise en jeu. A titre d'exemple, on peut citer l'invariance de la loi d'évolution
d|un système isolé par rapport au groupe des déplacements galiléens ou lorentziens (translations
d'espace, de temps, rotations etchangement de référentiels) ou encore l'invariance par réflexion,
mais qui estseulement approximative à cause delabrisure engendrée par les interactions faibles.
En conclusion
A chaque opération de symétrie Ç estassocié un opérateur unitaire ou antiunitaire
G défini à un facteur de phase près et qui commute avec l'hamiltonien du
système.
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II - Spécificités inhérentes à l'existence d'une loi de groupe
O Postulats de définition d'un groupe
Un ensemble de transformations {ça} forme un groupe s'il est possible de définir en
son sein une loi de multiplication vérifiant les 4 propriétés suivantes :
i) Le produit de 2 éléments de l'ensemble appartient toujours à l'ensemble :
ÇaQb=ÇKa.b) (L15-a)
ii) La multiplication est associative :
{ÇaÇb)Çc =Ça{ÇbÇc), ou encore f[f(a,b),c]= f[a,f(b,c)] (l.lS.b)
iii) Il existe dans l'ensemble un élément neutre Ç0 tel que :
£,& = &&=&. soit f(a,0) = f(0,a) = a (1.15.c)
iv) Pour chaque élément Ça, il existe un inverse Ç ., vérifiant :
Ç£a-. =Ça-,Ça =Ço> c'est-à-dire /(a,a";) =f{al,a) =0 (1.15.d)
Outre sa richesse mathématique, la structure de groupe revêt un intérêt physique en
raison de son omniprésence dans les invariances exhibées par les différents systèmes qui nous
entourent : les permutations de particules identiques forment par exemple un groupe, tout comme
les translations, les rotations ou les changements de référentiel. C'est aussi le cas des opérations
géométriques qui consistent en un simple échange d'atomes identiques dans une molécule ou un
cristal. Pour de telles situations, il a d'ailleurs pu être démontré que seuls 32 groupes de
symétrie, qualifiés de ponctuels, étaient susceptibles d'apparaître [Ham62-chapitre 2].
Sur le plan terminologique, on distingue habituellement les groupes discrets, caractérisés
par un nombre fini denombrable d'éléments, des groupes continus pour lesquels l'indice a
correspond à un ou plusieurs paramètres réels ap pouvant prendre n'importe quelle valeur à
l'intérieur d'un certain domaine : il s'agit par exemple des 3 coordonnées du vecteur déplacement
pour une translation ou de l'angle caractérisant une rotation plane. Dans le cas où l'intervalle de
variation des paramètres serait fini, on qualifie par ailleurs le groupe de compact. Enfin, dans la
majorité des applications physiques, les groupes continus mis en jeu jouissent de propriétés
analytiques qui permettent d'effectuer du calcul différentiel sur leurs éléments : on parle alors de
groupes de Lie [Gil74-chapitre 4] et à titre d'exemple, nous en donnons ci-après une liste non
exhaustive. Dans tous les cas considérés, les transformations agissent linéairement sur des
vecteurs réels ou complexes àN dimensions x =(x1,...,xn,...,xN) etsont donc représentées par
des matrices M carrées de type NxN. A noter que ces matrices sont nécessairement
inversibles pour satisfaire à l'axiome (1.15.d) de la définition d'un groupe.
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• Groupe linéaire
Aucune autre restriction n'est imposée aux matrices M caractérisées chacune par N2 éléments.
Dans lecas réel, on définit ainsi le groupe GL(N) à N2 paramètres et pour le cas complexe le
groupe GL(N,C) à 2N2 paramètres.
• Groupe spécial linéaire
Seules les matrices de déterminant égal à 1 sont prises en compte et conduisent aux groupes
SL(N) (réel, iV2 - i paramètres) ou SL(N, C) (complexe, 2N2 - 2paramètres).
• Groupe unitaire
On convient de ne retenir que les transformations qui préservent la norme hermitienne ^\xn\2
n
des vecteurs x auxquels elles sont appliquées. Il en résulte que MM+ = M+M = 1, entraînant
2-fH«/«2| =1 et donc |M„;„J<7. Le groupe compact à N2 paramètres ainsi obtenu est noté
U(N) et joue un rôle primordial dans la description algébrique des systèmes de particules
identiques comme nous aurons prochainement l'occasion de le constater (cf. II-3). Par ailleurs,
ce groupe possède des extensions non-compactes, désignées par U(p,q) avec p+q= N et
P Ndéfinies par les matrices Mqui laissent invariante la forme ^|*„| - V\xnf .
n=l n=p+l
M Groupe spécial unitaire
Il s'agit du groupe obtenu en sélectionnant les transformations de U(N) dont le déterminant est
égal à 1. On le note SU(N) et chacun de ses éléments est donc caractérisé par N2 -1
paramètres. SU{p,q) est défini de manière analogue. Sur le plan physique, le groupe SU(3)
s'est particulièrement illustré en physique des particules (cf. IV-1) ainsi qu'en structure nucléaire
où il donne alors un fondement microscopique aux bandes rotationnelles observées
expérimentalement [E1158, Tal93-chapitre 30].
• Groupe spécial orthogonal
On y trouve toutes les matrices M de déterminant +1 et qui vérifient MM' =M'M = 1 de
N
manière àconserver la forme quadratique ^x2n . Le groupe compact ainsi défini possède dans
n=l
le cas réel N(N-l)/2 paramètres et se nomme SO(N). Comme pour le cas unitaire, une
version non-compacte SO(p,q) (p+q=N) peut être introduite en exigeant que l'invariant soit
P N
1X~XX«- Notons que des extensions complexes SO(N,C) et SO{p,q,C) existent
également. De façon générale, ces groupes orthogonaux sont fondamentaux en physique : par
exemple, les rotations ou les transformations de Lorentz, dont on sait qu'elles laissent invariante
l'évolution de tout système isolé, forment respectivement les groupes SO{3) et S0{3,1).
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• Groupe symplectique
Il est uniquement défini dans des espaces de dimension paire N = 2p et rassemble toutes les
p
transformations qui laissent inchangée la forme bilinéaire ^{xny„+p-xn+pyn) définie par 2
n=l
vecteurs x=[x„...,xp,xp+1,...,xN) et y=(y1,...,yp,yp+l,...,yN). On le note Sp(N) dans le cas
réel où il possède N(N + 1) paramètres et Sp(N,C) dans le cas complexe. Ses applications
physiques se situent essentiellement au niveau de la structure des atomes et des noyaux pour la
définition du nombre quantique de séniorité [Tal93-chapitre 25]
© Représentation de la structure de groupe en théorie quantique
Conformément à l'étude que nous avons menée au paragraphe I, chacune des
transformations Ça du groupe est représentée dans l'espace des états du système par un
opérateur Gu défini à un facteur de phase près. Cette indétermination entraîne que toute égalité
entre les éléments du groupe ne se transpose au niveau des opérateurs associés qu'à une
exponentielle imaginaire ë9 près. En particulier, l'équation (1.15.a) liée à l'hypothèse d'une
multiplication interne va devenir :
GaGb =e'^h) GfM (1.16)
On parle alors de représentation projective du groupe dans l'espace des états. Dans certains cas,
il est cependant envisageable qu'un choix judicieux des phases de chacun des opérateurs Ga
puisse permettre d'éviter le facteur ë(p{a,b). Dans ce cas, GaGh = Gf,h) et on retrouve ainsi
exactement la structure de groupe pour les traductions quantiques des opérations de symétrie.
Dès lors, on aura nécessairement GaG0 = Ga , c'est-à-dire G0 = 1 en raison de G*Ga = 1
[équation (1.6)]. De même, GaG^, =G0- i et ainsi Ga_, - G*. Enrésumé, ces représentations
non projectives, sont donc caractérisées par les relations suivantes :
GaGb= G/(a>6) (1.17.a)
caG; = G;Ga = i (î.n.b)
G0 = l (1.17.C)
:.;,=g; (î.n.d)
Concernant les groupes discrets, la possibilité d'utiliser des opérateurs Gtl isomorphes
aux transformations géométriques considérées n'est pas systématique : c'est effectivement le cas
pour les permutations, mais par exemple certains groupes ponctuels admettent des
représentations qui ne peuvent être rendues non projectives [Ham62-chapitre 12]. Dans le cas
continu, on peut démontrer que l'élimination du facteur de phase dans (1.9) est toujours possible
lorsque les 2 critères mathématiques suivants sont simultanément vérifiés [Wei95-chapitre 2] :
> Le groupe est semi-simple, c'est-à-dire qu'il ne possède aucun sous-groupe invariant
et abélien (en notant H un tel sous groupe, on a ÇaHÇ ., = H pour tout élément Çu du groupe
etVyfa,^Tfc eH, Jta"Kb =!tfh?fa). En réalité, cette propriété, partagée par de nombreux groupes
tels SU(N), SO(N), Sp(N), garantit la possibilité de vérifier la loi de multiplication (1.17.a)
pour les transformations du voisinage de l'identité. Néanmoins, quelques algèbres aux
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conséquences importantes, comme celle du groupe U(N) ou celle des transformations
galiléennes, ne jouissent pas du caractère semi-simple et doivent par conséquent faire l'objet
d'études spécifiques : par exemple, grâce à un algorithme présenté dans la référence [Wei95-
chapitre2], la structure précise de l'algèbre unitaire (cf. II-3) permet quand même d'éviter
l'usage d'une représentation projective pour les opérations infinitésimales.
> Le groupe est simplement connexe : en d'autres termes, tout chemin fermé dans
l'espace des paramètres peut être continûment déformé pour finalement se contracter en un point.
Lorsque cette condition n'est pas remplie, il est tout de même possible d'utiliser une
représentation Ga non projective mais à condition de travailler avec un groupe élargi aux mêmes
implications physiques, appelé groupe de recouvrement. Celui-ci coïncide en fait avec le groupe
de départ au niveau des transformations infiniment proches de l'élément neutre, mais se
distingue par la suite en permettant de composer ces opérations élémentaires de manière à assurer
l'isomorphisme (1.17.a). En physique, une telle situation seproduit par exemple pour le groupe
orthogonal SO(N) où l'on donne alors le nom de Spin(N) au groupe de recouvrement. A 3
dimensions, ce groupe est d'ailleurs bien connu puisqu'il est isomorphe à SU{2) [Gil74-
chapitre 4].
Pour conclure, compte tenu du rôle prépondérant joué par les représentations non-projectives,
nous nous limiterons dans la suite à ces représentations et considérerons donc qu'à chaque
transformation Ça d'un groupe est associé un unique opérateur G vérifiant les propriétés
(1.17.a-d).
© Compléments à propos des groupes continus
Commençons par rappeler que pour les opérations Ça d'un groupe continu, l'indice a
désigne un ou plusieurs paramètres réels ap et que dans le cas d'un groupe de Lie, ces
transformations sont assujetties à vérifier uncertain nombre de critères analytiques qui autorisent
en particulier leur dérivation àn'importe quel ordre par rapport aux ap . Nous admettrons qu'il
en est de même pour les opérateurs Ga d'une représentation dans l'espace des états. Dès lors,
ces opérateurs sont continus vis-à-vis de leurs variables ap et ainsi l'image Gd d'une
transformation infiniment proche de l'élément neutre doit obligatoirement tendre vers l'opérateur
linéaire et unitaire G0 = 1 [équation (1.17.b)]. Gda est donc lui aussi linéaire et unitaire et plus
généralement l'intégralité de lareprésentation Ga, qui peut toujours s'obtenir en composant des
transformations infinitésimales compte tenu de la loi de groupe (1.17.a), vérifie cette même
propriété. Nous arrivons ainsi au résultat annoncé au paragraphe I, à savoir que tous les
opérateurs Ga associés aux éléments d'un groupede Lie sont linéaires et unitaires.
Revenons maintenant aux opérateurs infinitésimaux Gda. En utilisant un développement
limité au premier ordre, on peut toujours écrire :
G*,=1-*Ldap8p (1-18)
p
où les opérateurs gp représentent, au facteur i près, les dérivées en 0 de Ga par rapport à chaque
paramètre réel ap et jouent un rôle prééminent dans l'analyse mathématique des représentations
quantiques des transformations continues. En particulier, par multiplication d'opérations
infinitésimales, ils permettent d'exprimer n'importe quel élément Ga associé à une
transformation finie et pour cette raison, portent le nom de générateurs. Par exemple, pour un
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groupe à un paramètre a possédant en plus une loi de composition caractérisée par une simple
addition de ce paramètre,soit Çaçb = Ça+b et donc GaGb = Ga+b, on a :
Ga+da = GaGda, c'est-à-dire ennotant g l'unique générateur —*• = -igGa
=> Ga = Exp{-iag) (1.19)
Cette argumentation s'applique en particulier aux translations dans une direction donnée ou aux
rotations autour d'un axe fixe : dans ces cas, les générateurs sont d'ailleurs bien connus
puisqu'il s'agit respectivement, à laconstante de Planck près, de lacomposante de l'impulsion et
du moment cinétique selon la directionconsidérée.
Sur le plan mathématique, les générateurs sont linéairement indépendants. En effet si
Y^Xp gp =0, la transformation de paramètres dap =XpdX, où dX est un infiniment petit du
p
premier ordre, s'écrira Gda=l- i^Xp dXgp =l et s'identifie donc à G0. Par suite dap =0 et
p
par conséquent Xp =0 pour tout pprouvant ainsi le résultat annoncé. Par ailleurs, les
générateurs sont hermitiques à cause de l'unitarité (1.17.b) de la représentation :
GdaGda=l =l-f£dap(gp-g+p) +Termes enda2 pour tout da ={da}...dap..) (1.20)
p
Enfin, ils commutent avec l'hamiltonien compte tenu de l'invariance (1.14) de la loi d'évolution
dusystème sous l'action des éléments du groupe de symétrie et à ce titre ils constituent donc des
observables conservées au cours du mouvement quantique.
En résumé :
Toute transformation de symétrie Ça d'un groupe de Lie est représentée dans
l'espace des états par un opérateur linéaire et unitaire Ga obtenu à l'aide d'un
ensemble d'observables gp associées chacune à un paramètre ap du groupe,
conservées au cours de l'évolution et que l'on nomme générateurs .
Nous allons maintenant prouver que la loi de composition ÇaÇb = Çf{aib) des opérations
du groupe fixe enréalité l'algèbre de commutation des générateurs gp. Tout d'abord, en utilisant
(1.18), il vient:
[Gda,Gdb]^-Y.dapdbp2[gPi,gP2\ (1.21)
pi-Pi
Or GdaGdb =Gs{daÀb) =1- iYfP3 (da,db) gP} avec au premier ordre en db :
Pi
fp(da,db)= fP3{da,0) +5>Pl dfpida,b)
db„
(1.22)
dap3{equalion l.lS.c) Pl ^ Pl Jb=°
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En exprimant de la manière similaire/^ (da,b), on afinalement :
fP3(da,db) =dap3+^dbp2
Pi
+yZdaPP2P3 ' Z-("""P;
Pl
'd2fP3(a,b)
ctdonc GdaGdb=l-i^
pj
dàp3+dbpj + ^ dapdbp2 'd2fP3{a,b){ daP,dbP2 /M)Pl-P2
(1.23)
g Ps
Par un raisonnement analogue, il est aisé de calculer GdbGda et ainsi d'en déduire le commutateur
\Gda'Gdb\.
[Gda,Gdb\ =-i £ dapdbPi Yxd2fPM>b)
daP,dK j
rd2fPi{a,b)
PfPi.p}
En comparant cette égalité avec (1.21), ilvient immédiatement :
k'SpJ=2XP;k SPiavec qfft =i
Ps
^2fP3(a,b)^
v dat>,dbp, J
a=0,b=0
{•-ad2fPM>b)
v daA j
t>Pj (1.24)
(1.25)
a=0,h=0
Le commutateur de 2générateurs apparaît donc comme étant une combinaison linéaire de ces
mêmes générateurs : on exprime cette propriété remarquable en qualifiant l'ensemble des gp
d'algèbre de Lie [Gil74-chapitre 4]. Les coefficients C*Pi de la combinaison linéaire sont eux
appelés constantes de structure du groupe et comme annoncé au départ, ils ne dépendent que de
la loi de multiplication des transformations. On peut donc les évaluer dans n'importe quel espace
de Hilbert : habituellement c'est à l'intérieur d'un espace de fonctions f{x) définies sur les
h!SS * ,aU£qUf^ J~ ^formations géométriques du groupe s'appliquent, que leurdérivation est effectuée. Ces constantes vérifient en plus un certain nombre de relations qu'il est
aise dobtenir en combinant les propriétés des commutateurs avec l'indépendance linéaire des
IAntisymétrie
Cp3,p2 +C'pIp, =0 (résulte de [gPi,gp2]+[gP2,gPi]= 0)
IIdentité de Jacobi
SfeÇ, +c&c»» +c-pc^ )=0
P4.P5
(résultede[k'^ J'^ ]+[k^]^pJ+[k^PJ^P/]=o
n os Sw'lepM mathématique, la structure d'algèbre de Lie représentée par les relations(1.25-27) s'avère très riche et aété étudiée systématiquement par Carton qui aainsi pu en éS
une classification [Gil74-chapitres 7 et 8]. Physiquement elle joueq un rÏÏe ?ssentief enÏÏS? par1,eœmPIe d,ap^°rter de précieUX re^eignements sur la nature d l'hStonienComme nous l'avons vu, celui-ci est en effet astreint àcommuter avec les générateurs afin de
(1.26)
(1.27)
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rester insensible à n'importe quelle transformation du groupe de symétrie. Or, pour tous les
groupes semi-simples (cf. II-2), il est possible de prouver qu'il existe toujours une ou plusieurs
observables invariantes Cp s'exprimant uniquement à l'aide des générateurs [Gil74-chapitre 7].
Ces observables sont appelées opérateurs de Casimir et leur nombre constitue le rang de
l'algèbre. Elles s'écrivent par ailleurs de façon générale sous la forme
Cp = ]jT XPi(>2 pgPigP2...gp , où les coefficients Âpp p sont fonction des constantes de
Pipi-p?
structure de manière àassurer \Cp , gp j=0. Par exemple, pour l'invariant C2 quadratique vis-à-
vis des générateurs, on a [Gil74-chapitre 10] :
P/P2
m~' étant l'inverse de la matrice m d'éléments mn „ - YCPjn Ci* , inverse dont l'existence
P/P2 Z-J P1P4 P2P3
P3P4
est assuré à cause du caractère semi-simple. Dès lors, une combinaison quelconque de ces
opérateurs de Casimir pourra être un candidat à l'hamiltonien du système.
En résumé :
La loi de multiplication interne des transformations d'un groupe continu confère à
l'ensemble de ses générateurs gp une stabilité parcommutation :
[8p,'SP2]=Yc^P2gP3 (1.29)
P3
Pour de nombreux groupes, la structure d'algèbre de Lie qui en résulte autorise alors
une expansion de l'hamiltonien en fonction des générateurs, soit :
H=H(C!,C2,.,.,Cp,...} (1.30)
où les opérateurs de Casimir Cp sont des combinaisons linéaires de produits de p
générateurs et sont uniquement déterminés parles constantes de structure CpJp .
Remarque :
En l'absence de toute information autre que l'invariance, l'hamiltonien sera généralement
choisi sous sa forme la plus simple, c'est-à-dire comme une combinaison linéaire des opérateurs
de Casimir :
H = E0+E]C]+E2C2+... (1.31)
Pour conclure, nous proposons d'illustrer l'ensemble des notions qui viennent d'être
exposées dans le cas des transformations unitaires et orthogonales à N dimensions auxquelles
nous serons constamment confrontés par la suite.
• Algèbredu groupe U(N)
Comme nous l'avons précisé au paragraphe II-1, les opérations envisagées sont
représentées par des matrices M du typeNxN vérifiant MM+ - M+M -1. Elles transforment
tout vecteur complexe x =[xj,...,xn,...,xN) en un autre x'-{x'!,...,x'n,...,x'N) et peuvent par
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ailleurs se mettre sous la forme M= Exp{-iZ) avec Z hermitique. En multipliant l'une
quelconque de ces matrices Z par un infiniment petit dX, nous définissons alors une
transformation élémentaire M= l-idXZ sous laquelle toute fonction /(3c) vaêtre modifiée en
m=m-idX%Zn2l)ignin2f(x)
n,,n2
où gn 2désigne l'opérateur différentiel défini par gnn f(x) =xt -^—(x).
' 2 '' dx„
(1.32)
Si par ailleurs, les parties réelle X„„2 et imaginaire Ylliil2 de chaque élément de matrice Z„ sont
introduites, il est aisé de mettre la relationprécédente (1.32) sous la forme suivante :
f(x')-f(x)-idXYxnngnJ(x)-idX £*-(&;, +gn2ni)f(x) +...
n n1<n2
dkY,Yn,nXSn,n2--Sn2a)f{x) (1.33)
"l<"2
où n'interviennent alors que les N2 paramètres réels et indépendants dont dépend la
transformation infinitésimale M considérée. En comparant avec la relation (1.18), il apparaît
donc que les générateurs de U(N) dans l'espace des fonctions f(x) sont donnés par:
nn Sun
B = s + s
ntn2 o/ïy/i2 on2nj
ntn2 * \°";"2 bn2nj J
n,nvn2 = 1 —> N
n, <n2
(1.34)
Ils s'expriment donc en fonction de l'ensemble des opérateurs non hermitiques g n
{8n,„2 =g,,,,,, )qui sont P31" ailleurs stables par commutation. En effet comme
il est immédiat de constater que :
\onln2'gnsn4 \~ gnln4an2n3 ~ 8n3n2 n,n4 \V.JJ)
Les commutateurs entre les générateurs (1.34) et les constantes de structure de l'algèbre unitaire
qui en résultent se déduisent alors facilement de cette relation.
Finalement, dans un espace de Hilbert quelconque, postuler l'invariance du système
sous les transformations d'un groupe U(N) conduit nécessairement à l'existence dans l'espace
des états de N2 générateurs A„„, Bnph, C,,^ (n,nlyn2 =l^N,n,<n2) ayant des relations de
commutation spécifiques déterminées par les constantes de structure. A partir de ces
observables, on pourra alors définir par les équations (1.21) des opérateurs gnn
(n,,n2=l^>N ) vérifiant £*nj =&,iBj ainsi que (1.35). Réciproquement, tout ensemble
d'opérateurs bi-indicés g^ (n„n2 =l^N) pour lesquelles les 2 conditions précédentes sont
valables, peut engendrer une algèbre unitaire U(N) grâce à la définition de générateurs donnés
par (1.34) et il yaura àce moment là invariance si l'hamiltonien commute avec chacun des gn .
Une telle situation se rencontre en fait couramment en mécanique quantique dans la description
dx„ 'X">
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en seconde quantification des systèmes de fermions a* ou de bosons b+n, l'indice n=1-» N
permettant de repérer les états individuels. Pour le mettre en évidence, rappelons tout d'abord
que le cas fermionique se caractérise par une algèbre anticommutative des opérateurs de création
et d'annihilation, c'est-à-dire :
{«H, K^'H, kx}=^ (L36^
et le cas bosonique par une algèbre commutative de ces mêmes opérateurs, soit :
[KX}=0>[\'b,h0>[b,'<]=s»,2- <L37)
En adoptant la même notation (c+,c) pour [a+,a) ou (b+,b), on montre alors sans difficulté que
les quantités gn „ = é*:c„ vérifient toutes les conditions requises pour engendrer un groupe
U(N). En effet <„2 =<c,„ =^ni et [^S^J-fô^X ]c,u +<[<c„2,c,J avec par
exemplepour un ensemblede fermions :
[<c„2,<]=<{cn2,c;}-{<)<}c„2 =<5n2flj et [<c„2,cj=-c,,2<5^ (1.38)
La relation (1.35) en découle aussitôt.
Toute cette discussion met ainsi en lumière que les ingrédients fondamentaux du groupe
unitaire sont les opérateurs g . Précisons enfin que, même s'il n'est pas semi-simple, le
groupe U(N) admet néanmoins N opérateurs de Casimir donnés précisément par les relations
suivantes [Fra94-appendice B] :
cpm= s gnin2g^-K-,A^^p=i^N (L39)
nln2n3.,.np
A titre d'exemple, l'invariant linéaire de Casimir C, dans l'espace de Fock de la seconde
quantification s'identifie à l'opérateur nombre de particules W :
C;[f/(iV)] =X^=XcX=^ (L40)
Plus généralement, l'opérateur Cp contient des contributions àp-corps et c'est pourquoi dans la
suite nous nous limiterons aux invariants d'ordre 2 au maximum.
• Algèbre du groupe SU(N)
Dans ce cas, l'analyse est similaire à celle qui vient d'être menée au niveau des
transformations unitaires si cen'est que les matrices Mconsidérées sont enplus caractérisées par
un déterminant égal à 1. Au niveau d'une opération infinitésimale M=l-idXZ, on doit donc
avoir det(M) =1- i dX Tr(Z) =1, soit Tr{Z) =0. Par conséquent, n'importe lequel des
éléments diagonaux de la matrice Z peut s'exprimer en fonction des autres. En considérant par
exemple le premier d'entre eux, un raisonnement identique au précédent permet de mettre
facilement enévidence que les générateurs de SU(N) sont donnés par :
8m -gn(n =2->N), gni„2 +gll2lli et i (&>i - g„2„; ) {n„n2 =1-> N, n, <n2) (1.41)
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s.On peut alors introduire les N2 opérateurs S = <? "•"' V 0 („ „ Ï <\r\F g",»2 Mn,n2 T^JLi-.Sna {^j,^ =1-^ N) pOUT
lesquels ilest immédiat de vérifier que:
&U =ên2n, , 5>m =0 et [gn,n2,gnjn4\= gnin8n2ll3 -g,hn28niii4 (1.42)
Par conséquent, seuls TV2 -1 de ces opérateurs sont indépendants. Notons de plus que chacun
des générateurs précédent conserve son expression en terme des gn „ qui constituent donc
finalement l'essence du groupe SU(N). Enfin, les commutateurs (1.42/ étant similaires àceux(1.35) de 1algèbre unitaire, les invariants de SU(N) résulteront d'une simple substitution
8*;», ->g„,l2 dans l'expression (1.39) des observables de Casimir de U(N). Il faut toutefois
remarquer que l'opérateur linéaire C, n'a plus lieu d'être puisqu'il s'annule en raison de (1.42).
• Algèbre du groupe SO(N)
les relatiom™uivSte^aSSOdéeS *"^^ dU gr°UpC S°nt al°rS réelles et astreintes àvérifier
MM' =M'M =1, det(M) =1 (L43)
Elles peuvent ainsi toujours être écrites sous la forme M=Exp(Z) où Zest antisymétrique. Une
transformation infinitésimale s'écrira donc M=l+dXZ et sous son action une fonction f(x)
va devenir: J v >
f(x') =f(x)+ dX JX, 8nin2f(x) =f(x) +dX 2Z„2,I; (gnini -gn2ll)f{x) (1.44)
dfr,,avec comme précédemment gn,n2f(x) =xni-^-{x). Il en résulte immédiatement que les
générateurs de SO{N) àl'intérieur des fonctions'complexes f(x) sont donnés par :
f[gn,n2 ~gn,,,, ) . «, <tt2 =1~> N (1.45)
Posons de façon générale A^ =g^ - g^ ,avec n, et n2 variant entre 1et N. Compte tenu
des propriétés des opérateurs g^, on aalors :
"l"2 ~ A"2"l ' A.2n, = ~A,,„2
[\^A^]=Ani,Jn2nj +An2n'ônin4 +Alun8nill3 +An3n5n2,u (1.46)
Les générateurs de SO{N) sont de plus évidemment donnés par iA (n <n =J_> N) et
toutes leurs caractéristiques découlent donc de (1.46). En conséquence, un ensemble
doperateurs A,^ (nj,n2 =l^N) contraints par les relations (1.46) définit le groupe
orthogonal SO(N) dans n'importe quel espace de Hilbert.
Au niveau des opérateurs de Casimir, signalons que l'algèbre orthosonale ne nn^èHP1P™1 néairC' ^ qU'eUe 6n admet "n d'°rdre 24id^ffi^^9Ï
CJ^HA,A/1¥, (1.47)
"l"2
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Remarques :
i) Dans les applications pratiques, l'identification des algèbres U(N), SU(N) ou SO(N)
dans l'espace des observables d'un système repose rarement sur la mise en évidence directe des
opérateurs gn/„2, gni„2, An/„2 que nous venons d'introduire pour les caractériser. En fait ce sont
plutôt des combinaisons linéaires indépendantes Ak de ces opérateurs que l'on isole. Leur
ensemble est évidemment stable par commutation, mais la forme des commutateurs est en
général très éloignée des relations (1.35), (1.42) ou (1.46) de sorte que la détermination du
groupe de transformations associé est à priori délicate. Dans les applications physiques, le
nombre des Ak, identique au nombre de paramètres du groupe, suffit cependant en général à
effectuer une telle détermination. Il est néanmoins possible que différents solutions soient
acceptables : à titre d'illustration, les groupes SO{6) et SU{4), ou SO{3) et SU(2), ont le
même nombre de paramètres et ne peuvent donc être distingués par ce critère. La pertinence de
l'un des groupes par rapport aux autres tient alors à la nature de l'espace de Hilbert sur lequel
sont définis les opérateurs Ak : par exemple dans le cas SO(3)-SU(2), il est impératif de
privilégier SU(2) dès que les états de moment cinétique demi-entier sont susceptibles
d'intervenir (cf. fin du paragraphe II-4).
ii) Toute l'argumentation qui a été présentée à propos du groupe orthogonal s'est
appuyée sur les résultats établis au début de ce paragraphe II-3 et qui sont basés sur l'hypothèse
d'une représentation non-projective du groupe. Or nous avons déjà mentionné (cf. II-2) que
l'usage d'une telle représentation dans le cas des rotations n'est à priori possible qu'en travaillant
dans le groupede recouvrement Spin(n). La démarche que nous avons adoptée trouve alors sa
légitimité dans le fait que les 2 groupes coïncident au voisinage de l'identité. En d'autres termes,
les représentations infinitésimales de SO(n) coïncident avec celles de Spin(n) et sont par
conséquent non-projectives. L'algèbre (1.46), correspond donc finalement aux 2 groupes qui se
distinguent par la manière de l'utiliser dans l'élaboration des opérateurs associés aux
transformations finies.
iii) Pour conclure, examinons le cas bien connu des rotations tridimensionnelles de notre
univers physique. Conformément aux résultats précédents, l'invariance de n'importe quel
système sous le groupe SO(3) de ces transformations implique alors l'existence dans l'espace
des états de 3 générateurs Jx = i A23, Jy = i Al3 et Jz = i AI2 dontl'algèbre se déduit de (1.46) :
[jx>Jy]=Uz,[jy,Jz]=iJx,[Jz>Jx]=iJy (1.48)
Ces opérateurs s'identifient donc, à la constante de Planck près, avec les composantes du
moment cinétique total J du système. Par ailleurs, l'opérateur de Casimir (1.47) devient dans ce
cas C2[SO(3)]= 2\JX +J2 +J2) et correspond logiquement avec le carré du moment cinétique.
En d'autres termes, le postulat d'invariance par rotation engendre toute l'algèbre des moments
angulaires dans l'espace des états et ce sans avoir recours au principe de correspondance avec la
mécanique classique. Une analyse similaire peut d'ailleurs être menée à propos des autres
invariances cinématiques. Dans le cas le plus général, à savoir celui du groupe de Poincaré qui
rassemble les translations spatiales et temporelles, les rotations et les changements lorentziens de
référentiels, on retrouve ainsi toute l'algèbre des observables fondamentales d'une particule
isolée (hamiltonien, impulsion, moment cinétique). En outre, les opérateurs de Casimir associés
conduisent alors à une définition précise de la masse et du spin [Wei95-chapitre 2]. Ces éléments
illustrent en fait de nouveau l'apport des symétries dans l'élaboration des modèles quantiques.
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O Structuration de l'espace des états induite par le groupe de symétrie
Une conséquence bien connue des symétries est l'apparition de dégénérescences dans le
spectre de l'hamiltonien H du système. Etant donné un état propre \n) associé à l'énergie En,
l'hypothèse d'invariance (1.14) implique en effet que tous les vecteurs Ga \n) correspondent
également à cette même énergie. En introduisant un indice de dégénérescence v, l'espace des
vecteurs propres \n,v) du niveau En apparaît ainsi stable vis-à-vis des opérations Ga du groupe
de symétrie. Nous allons alors supposer qu'il est en plus irréductible, c'est-à-dire qu'on ne peut
isoler en son sein aucun sous-espace invariant. Autrement dit, quelle que soit la base
orthonormée choisie dans l'espace {\n,v) }v, il est impossible de représenter simultanément
chacun des opérateurs Ga par une matrice diagonale par bloc. Cette hypothèse fondamentale
constitue le principe de Wigner [Wig59] et bien que sa justification provienne de la validité de
ses conséquences, quelques commentaires peuvent aider à en comprendre l'origine. Imaginons
qu'il existe un espace propre { \n,v) }v dans lequel il subsiste des vecteurs en dehors d'un sous-
espaceirréductible. En appliquant sur un quelconque des vecteurs de ce sous-espace, l'ensemble
des opérateurs Ga du groupe de symétrie, on génère alors nécessairement l'intégralité du sous-
espace. En conséquence, les autres vecteurs propres de l'espace {\n,v) } deviendraient
déconnectés de la loi d'invariance de l'hamiltonien. Pour des groupes continus, une telle
situation serait pour le moins étrange au regard des conclusions précédemment établies :
comment en effet comprendre que l'hamiltonien soit déterminé par le groupe de symétrie grâce
aux opérateurs de Casimir mais qu'il en soit différemment pour sa diagonalisation ? Afin d'éviter
ce genre de paradoxe, le principe de Wigner interdit donc aux espaces propres de l'hamiltonien
deprésenter uncaractère réductible vis-à-vis du groupe de symétrie. Par conséquent si de telles
situations se présentent (on parle alors de dégénérescence accidentelle), il nous faudra admettre
l'existence d'une symétrie cachée omise dans le dénombrement des transformations auxquelles
le système est insensible. Ce bilan incomplet aura alors conduit à postuler l'invariance vis-à-vis
d'opérateurs Ga formant en réalité un sous-groupe du groupe complet de symétrie et pour
lesquels le critère d'irréductibilité n'a plus lieu d'être. A titre d'illustration, une telle situation se
produit par exemple pour l'atome d'hydrogène ou l'oscillateur harmonique isotrope [Wyb74-
chapitres 20et 21]. En définitive, l'identification de la totalité des opérations sous lesquelles un
système est invariant constitue une étape essentielle dans la modélisation de ce système par la
théorie des groupes.
Endépit du caractère irréductible, l'action du groupe dans les différents espaces propres
del'hamiltonien Hestengénéral différente. Il estcependant possible que chacun des opérateurs
Ga admette la même traduction matricielle dans certains des espaces propres de H moyennant un
choix judicieux de base orthonormée. Il est alors logique d'attribuer à tous ces espaces un label
commun T et ainsi de les désigner par Sf,Sf,,..,sf',...S{pr), mr étant la multiplicité de
T. En notant \rj Ty) la base orthonormée à l'intérieur de chacun qui permet aux Ga d'adopter
des matrices identiques, nous aurons donc :
H\Tjry) =^)\rjry)ctGa\tiry1) =^(y1\Ga\r2)r\riry2) (1.49)
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où l'on adésigné par £{?} les niveaux d'énergie et noté sous la forme simplifiée {y, \Ga\y2) les
éléments de matrice (77 Fy,\ Ga \q ry2) indépendants de 77 par définition de la base. Il résulte
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immédiatement que chacune des relations (1.17.a-d) caractéristiques des opérateurs Ga se vérifie
également au niveau des matrices d'éléments (y,\ Ga \y2)r- Celles-ci engendrent donc dans
chaque espace Sp une représentation du groupe de symétrie. Par ailleurs, afin de traduire
l'absence de sous-espace invariant dans l'espace sur lequel s'appuie cette représentation, elle
sera naturellement qualifiée d'irréductible. Signalons que le nom de représentation irréductible
(RI) est aussi souvent donné au label F.
Sur le plan mathématique, les RI jouissent d'un certain nombre de propriétés
remarquables que nous allons énoncer pour les groupes finis ou continus compacts (rappelons
que ces groupes sont caractérisés par des paramètres évoluant dans un domaine borné). Leur
démonstration pourra être trouvée dans la référence [Ham62-chapitres 3 et 8] :
> Lemme de Schur : un opérateur qui commute avec tous les éléments d'une RI est
proportionnel à l'identité.
(1.50)
> Les espaces support d'une RI F sont de dimension finie dr
(1.51)
* 7
> Théorème d'orthogonalité : \dp{a) (yk/ \Ga |n2)A(y,, |Ga \yh)^ =—5klôkik5,il2
a rk
(1.52)
où la notation \d/i(a) ... se réfère dans le cas discret à une sommation sur les
éléments du groupe pondérée par leur nombre Q, soit \dfi{a)f{a) =— y\f(a) et
a a
dans le cas continu à une intégration sur les paramètres a moyennant l'introduction
d'un élément différentiel adéquat d}i(a) appelé mesure de Haar. Celui-ci représente
en fait le "nombre" de transformations du groupe dans un domaine infinitésimal de
l'espace des paramètres.
Il faut encore préciser que dans le cas d'un groupe discret, le nombre de RI est fini et s'identifie
avec le nombre de classes de conjugaison p, où se trouvent réunies, par définition, les
opérations çf\çlP\--- pour lesquelles il existe un élément Çx tel que g] -Çx Ç^ Ç..,
[Ham62-chapitre 1]. Au contraire, les groupes continus admettent en général une infinité de
représentations irréductibles.
Chaque RI r peut d'autre part être caractérisée indépendamment du choix d'une base
dans son espace-support par les caractères Xr(a) définis comme les traces des matrices
{W ca |r2>r}y;y2 :
Zr(«) =E(r|Gjr)r (i-53)
Ainsi, Xr(0) =^{ï\ G0 \ï)r =]T i =<ir et en raison du théorème (1.52) :
r i r
\dfi{a)x*rk{a)xri{a) =Ôkl (1.54)
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L'ensemble des %r(a) est en fait connu pour la plupart des groupes et on adopte souvent une
présentation sous forme de tableaux où figurent en ligne les RI et en colonne leséléments :
r,
Ço
dr,
dr
Ça
Xr,(a)
XrM)
Ces caractères jouent un rôle essentiel dans les applications de la théorie des groupes. Par
exemple, supposons que l'on connaisse les opérateurs Gu du groupe dans une base
orthonormée {\uk) }t quelconque de l'espace des états. Les traces #(a) de ces opérateurs
peuvent alors être aisément obtenues et s'écrivent selon la base où on les évalue :
k r ri=l y =l
(1.55)
Après multiplication par %T{a) puis intégration sur le groupe, et en utilisant (1.52), il vient
aisément :
mr=jdfj{a)xt(a)xT(a) (1.56)
Ainsi, les propriétés d'invariance de l'hamiltonien H suffisent à déterminer les RI qui
interviennent dans son spectre et donc ladégénérescence de ses niveaux d'énergie. Si l'on veut
connaître précisément ces niveaux, il faudra alors construire lamatrice de Hdans chaque RI dont
une base (en général non orthonormée) peut être obtenue par application d'un projecteur déduit
de (1.52) et donné par :
Pr=\dp:{a)xp{a)Ga (1.57)
ci
A titre d'illustration, une telle démarche est couramment utilisée dans les calculs d'orbitales
moléculaires en chimie quantique [Bun79]. L'utilisation des formules de réduction (1.56-57)
peut également être utile dans les problèmes de couplages où l'on s'intéresse à la décomposition
en RI du produit tensoriel de deux espaces irréductibles Sr]k) et Spl) associés chacun par
exemple à une partie du système considéré. En effet, si l'on note Sk,S, les espaces dont font
partie S^ ,5* et Gkd,GLa les opérateurs du groupe àl'intérieur de chacun d'eux, les produits
G-.=GkM®GlM désignés plus simplement par GkaGla
'Ykïi
%H ,,, engendrent sur Sk®S, une
représentation (1.17) comme on peut aisément s'en convaincre à partir de leurs éléments de
matrice dans la base découplée { \rjk Fk yk ; T], r, y,} }
fa n yki ; 77, F, y,; |Ga \rjk Fk yki ; 77, F, y,} =(yk> \Gk,a \yh) (yh 7,2/r,
(1.58)
Cependant le sous-espace S^ ®S^ n'est pas en général irréductible et les différentes RI T
qui le composent peuvent être obtenues en recherchant leur multiplicité mr donnée par (1.56) et
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qui dans le cas présent devient mr =Jd]Li(a)xTk{a) X*T,(a) %r(a)- O11 Pose alors souvent
a
rk®ri=® mrr, relation qui est désignée sous le nom de série de Clebsch-Gordan. Par
ailleurs, l'application du projecteur Pr (1.57) sur les vecteurs \rjk rk yk ; rj, f) y,) suivie d'un
processus d'orthonormalisation permet de générer tous les kets indépendants de l'espace
Sp ' ® Bp qui se transforment suivant la représentation irréductible T. Ces états couplés sont
donc logiquement écrits | {î]k Fk ; i], r,) co r y) où co =1-> mr est un indice de multiplicité
nécessaire dès que r apparaît plusieurs fois dans le produit Fk <8> r, et où y = 1 —» dr sert
comme précédemment à distinguer les différents vecteurs qui sous-tendent la RI. En outre, les
coefficients permettant de construire le schéma couplé à partir de la base découplée sont
indépendants des labels rjk et 77, puisqu'il en est ainsi des matrices représentant les opérateurs
du groupe dans cette même base [cf. équation (1.58)]. On note donc ces coefficients de couplage
(^.n;^r/>ry) etainsi:
| h rk ; v, Fl)cory)=^ {Fk y, ; rt yt\<or'y) \ nk Pk 7* ; *7, P, y, ) (1.59)
7k7i
Malgré l'algorithme qui vient d'être présenté, le calcul des matrices de Clebsch-Gordan du
groupe { {Tk yk ; Ft y, \co ry) j est en général très complexe et ne peut que rarement être mené
analytiquement. Leur détermination est toutefois simplifiée lorsque l'algèbre est simplement
réductible, c'est-à-dire quand l'indice de multiplicité co est inutile. C'est par exemple le cas pour
le groupe des rotations où les RI sont caractérisées par le nombre quantique de moment cinétique
J, et s'appuient sur les vecteurs { \J,M) }w=_7 , •Il est en effet bien connu que :
Jk® J, =\jk - J,\®\jk - Jt\ +1®,,.@ Jk +J, -l@Jk+Jl (1.60)
La relation (1.59) permet alors de retrouver l'expression des vecteurs couplés :
\{Jk;Jl)jM)= X {JkMk ; J,M,\JM) {J^.-J.M,) (1.61)
MkM,
En dehors de la description des systèmes composites qui vient d'être abordée, les
coefficients de couplage jouent également un rôle important dans la discussion des règles de
sélection régissant les transitions entre les états propres de l'hamiltonien. En effet, il est fréquent
que l'opérateur mis en jeu dans la transition puisse être identifié comme l'un des éléments d'une
famille \0^\ se transformant vis-à-vis du groupe de la même manière que les vecteurs d'une de
ses RI r. On parle alors d'opérateur tensoriel irréductible et compte tenu des relations (1.8) et
(1.49), on a donc :
Gfl^Ga+ =E(r/|Ga|r2>ro7r2 (1.62)
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Dans une telle situation, les éléments de matrice d'une composante O^ entre 2 états propres
Vit ^i Yi) et ylf Pf 7f) de l'hamiltonien peuvent en fait s'exprimer comme une somme de
produits entre un coefficient de couplage et un élément réduit (noté (. ||. ||.}) indépendant des
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nombres quantiques internes aux RI considérées. Cette affirmation constitue le théorème de
Wigner-Eckart et se formule explicitement par [Wyb74-chapitre 19] :
(«rrf7/1 or7 lu,•Piyi} =-rr"Z{riyi;ry\corfyf)(nfr,I(^177,r,) q.63)
où dp; est la dimension de Ff , et co le label de multiplicité indispensable lorsque la série de
Clebsch-Gordan rjé'T contient plusieurs fois Ff. Il en résulte immédiatement que si le produit
tensoriel de la RIinitiale J] avec celle r de l'opérateur ne contient pas la représentation finale
rf, le coefficient de couplage et l'élément de matrice sont nuls interdisant ainsi la transition entre
les états considérés. Signalons encore que toutes les relations connues dans le groupe des
rotations pour évaluer les éléments réduits peuvent également se généraliser à n'importe quelle
algèbre [Wyb74-chapitre 19].
En résumé :
La manière dont les états et observables d'un système se modifient sous l'action du
groupe de symétrie peut toujours se déduire d'un certain nombre de modes
fondamentaux de transformation entièrement déterminés par la structure du groupe
et qui constituent ses représentations irréductibles (RI). L'invariance de
l'hamiltonien oblige enoutre chacun des états propres à se classifier parmi l'une de
ces RI. Enfin, en présence de perturbations, deux niveaux seront connectés si
l'opérateur de transition présente une composante se transformant selon une RI
susceptible de coupler celle des états considérés, donnant ainsi naissance à des
règles de sélection.
Pour conclure et afin d'illustrer la notion de représentation irréductible, nous allons
rechercher les RI du groupe unitaire U(N) en se plaçant dans l'espace de Fock de la seconde
quantification. Un tel choix est pleinement justifié par l'étude menée au paragraphe II-3 où nous
avons en effet mis en évidence la possibilité de réaliser une algèbre unitaire à partir des
opérateurs de création c+ etd'annihilation c d'un système de fermions ou de bosons identiques.
Cependant dans ce cas, les seuls vecteurs physiques sont nécessairement antisymétriques ou
symétriques dans l'échange de 2 quelconques des particules et il est prévisible qu'une si forte
contrainte interdise à certaines représentations irréductibles de U(N) d'être supportées par
l'espace des états. Afin d'éviter ces problèmes, nous allons généraliser les résultats établis
auparavant en considérant de nouveau un système de fermions ou de bosons mais constitué de
plusieurs types de particules repérés chacun par un indice a. Il sera en outre supposé
qu'indépendamment de leur nature, toutes les particules peuvent accéder aux mêmes états
individuels \n) (n =l-*N). Avec de telles hypothèses, une algèbre U(N) générée par les
opérateurs gfl|Bj =]£<£,, c^ est aisément identifiable :il suffit pour s'en convaincre de reprendre
a
les calculs menés au paragraphe II-3 en remarquant que les opérateurs associés àdes particules
distinctes commutent. La construction de sous espaces irréductibles vis-à-vis des
transformations issues de cette algèbre repose alors sur l'introduction dans l'espace des états àW
particules de fonctions polynômiales des c*„ nommées Q de façon générale :
e=Ev,n(cr...(cr...(cr a.'^{Pm} a
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où pan=0,l pour des fermions, pm - 0,1,...,5V pour des bosons et ^pm =5V. Il est en plus
an
imposé aux configurations de particules indépendantes qui entrent dans la composition de ces
polynômes de présenter les mêmes nombres d'occupation A„ =^pœ, des différents états \n).
a
Du point de vue terminologie, l'ensemble des Xn est appelé poids du polynôme et on le note
[Â]é.fA;.,A2,...iA;i>...,A//]. Remarquons que tous les A„ sont des entiers positifs ou nuls et que
leur somme est égale au nombre 5Vde particules. Ils peuvent en plus être extraits par application
des opérateurs gm =Y c*,^ , etce dans lamesure où :
gmQ = KQ d-65)
Par ailleurs, les relations de commutation (1.35) caractéristiques de l'algèbre U(N) impliquent
[&*»&,«,] =Smigmi - 8nil2gnin et en conséquence :
8nn{8nin2Q) ={K+5nni-8m2){gnin2Q) (1.66)
Il en résulte que le poids du polynôme gni„2Q (n, £ n2) est identique à celui de Qmis à part les
coefficients A„ et A„ qui sont respectivement augmentés et diminués de 1. Si l'on convient
d'ordonner les poids en posant [A]>[A'] dès que la première valeur non-nulle de la suite
(X,-X'I,X2-X'2,...,XN-X'N) est positive, gan(l a donc un poids supérieur à Q lorsque
n, < n2 et inférieur quand n,>n2 . On peut ainsi cataloguer les générateurs de U(N) en 3
catégories :
i) les opérateurs de poids gm , n,= 1—> N
ii) les incréments de poids gn „ , n, < n2 et n,,n2= 1 —> N
iii) les décréments de poids gn „ , n, > n2 et nvn2 = 1 —> N
Dès lors, il est possible d'établir [Mos68] que toute RI de U(N) dans l'espace de Hilbert
considéré est sous-tendue par l'ensemble des vecteurs indépendants qui résultent de l'action
successive des décréments surunétatde poids maximum Qh \ ) vérifiant donc :
8,„n2Qh = ° »ni < n2 et ni>n2 = 1-*N (1.67)
Chaque représentation irréductible sera donc caractérisée par le poids [A] du polynôme Qh qui
lui est attachée. Compte tenu de (1.67), ce poids ne peut en réalité être quelconque. En effet, on
a toujours ( | Q\ g^ gv,2 Qh\ )>0 avec :
8,ii„2 6n;«2 on2n: onln2 on,n2on2ni 6n2n2 on,,,/
et gn nQh =0 en choisissant n, > n2 (1.68)
Dans ce cas, <| Q+h g^ g„;„2 Qh \ )=( |Qt (g„2„2 - gB|(I| )Q„ \ )=A„2 - A(1/ >0, de sorte que :
A/>A2>...>A„>...>AW (1.69)
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Finalement, les RI de U(N) sont donc définies par une suite décroissante de N entiers naturels
A„. Habituellement, la partition [X] =[Xj,X2,...,Xn,...,XN] ainsi définie est représentée
graphiquement sous la forme d'un schéma deYoung :
1
9,
iiiî ... 111
âim
Revenons alors aux systèmes formés de particules toutes identiques pour lesquels le
caractère totalement antisymétrique ou symétrique des vecteurs d'état est susceptible de donner
naissance à de nouvelles contraintes sur les RI de l'algèbre unitaire supportée par l'espace de
Fock. Vis-à-vis des notations qui ont été introduites, l'indice a est maintenant inutile et les
polynômes de plus haut poids s'écrivent donc simplement Qh =(cy+)*'(e2 f2 ,,,{c+f" ...(c+NfN .
Or, pour des fermions, le principe de Pauli nécessite A„ =0ou 1.Par conséquent le poids [A],
astreint à vérifier la règle (1.69), ne peutêtre formé que d'une suite de 1 suivie de 0. La somme
des A„ étant égale au nombre total JVde particules, nous aurons donc A, = A2 =... =A„, =1 et
1 — 1 :... = A,
V
0. Notons qu'avec de telles valeurs, la relation (1.67) est
automatiquement vérifiée : 8n,„2Qh=c+ncn2Qh=0 dès que n, <n2 . En définitive, seule la RI
11------1 ]=[1*J est autorisée dans un système de fermions identiques et logiquement le nom de
SVfois
représentation totalement antisymétrique lui est attribué. Lorsqu'au contraire les particules sont
des bosons, les occupations Xn ne sont plus restreintes que par le nombre de particules.
Cependant afin de satisfaire gnill2Qh =c+ncn2Qh =0 (n, <n2 ), il est nécessaire que X,h =0 pour
tout n2 >1. Comme précédemment, il n'y a donc qu'une RI compatible avec la statistique d'un
système de bosons identiques, à savoir celle qui s'écrit [NO 0] =[N] et qu'on qualifie
naturellement dereprésentation totalement symétrique
Enfin, nous avons vu au paragraphe II-3 que l'algèbre U(N) possédait N opérateurs de
Casimir Cp (p =l^>N) donnés par l'expression (1.39). En particulier, l'invariant linéaire C,
s'identifie avec la somme des opérateurs de poids gnn et l'invariant quadratique s'écrit
C2 =Yj 8„,„28„2n, •De plus, conformément au lemme de Schur (1.50), chacun de ces opérateurs
"l"2
Cp est diagonal dans n'importe quel espace, irréductible. En d'autres termes, tout état se
transformant suivant une RI [A] du groupe U(N) est vecteur propre des opérateurs de Casimir
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de ce groupe et les valeurs propres / Cp J s'expriment donc nécessairement àl'aide des A„.
Qh et doncPar exemple : C, Qh =£ gmQh = ]T A„
KQk n J
(OurXv
n=l
De façon similaire, en notant que
2 / . OnnOnn / j On2nlOnln2 7 * On1n2On2nl
nl>n2
avec gni„2gn2ni = gn2nigni„2 +£„,„, -gn2tl2 [cf. équation (1.35)], il vient :
(1.70)
(1.71)
C2Qh = Ea2+X(a„;-aJ 0, , soit ( C2 > =X A2 + X fo - A,;/): (1.72)
nt<n2
i\ i\ ;v
En outre, ]T (a„, - A„2 )=£ A„; (/V - ny )- £ A„2 («2 - i) =.£A„ (/V +7- 2n), de sorte que :
«,=7 «, = / «=;
(C2)W=^'(X-+N +1-2n)
n = i
(1.73)
Signalons, à titre indicatif, que par un raisonnement similaire il est aisé d'obtenir l'expression
générale des valeurs propres de l'invariant d'ordre p :
(cX=Tr(XP)
1 pour n, < n2
oùXest la matrice NxN d'éléments X„ „ = (A„ +p-n,) 8nn —\
cependant que les invariants Cp avec p > 3 sont peu utilisés dans la description algébrique des
systèmes physiques en raison des termes à /?-corps qui interviennent dans l'expression de ces
opérateurs en seconde quantification.
L'analyse qui vient d'être menée pour le groupe unitaire peut en réalité être réitérée pour
tous ses sous-groupes tels SU(N) ou SO(N). Un exposé détaillé d'une telle étude pourra être
trouvé dans la référence [Cha68] et nous allons simplement en donner les principaux résultats :
> Les représentations irréductibles du groupe SU(N) sont déterminées par un schéma de
Young à N-l lignes où l'opérateur de Casimir quadratique C2 prend par ailleurs la
valeur suivante :
fN-l V
(1.75)
sinon
(G2)M=NtU^+N+1-2n)-i EA-
n = l N V«=i y
(1.74)
Rappelons
> Pour le groupe orthogonal SO{N), chaque RI est caractérisée par une suite notée
(o) = (o1o2...o(a...on) et comportant Q = N/2 ou (N-l)/2 éléments selon
respectivement que N est pair ou impair. Tous les aa sont en outre positifs mis à part le
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dernier qui peut prendre des valeurs négatives quand N est pair. Ils vérifient en plus la
règle de décroissance a, >o2 >...> on_, >\on\ et ne peuvent qu'adopter dans leur
ensemble des valeurs entière ou demi-entières, ce dernier cas correspondant en fait à une
représentation dite spinorielle du groupe de recouvrement Spin(N). Enfin l'invariant de
Casimir d'ordre 2,prend dans chaque espace irréductible la valeur :
(C2){a) =yL^(0(aa+N-2n) (1.76)
(0 = 1
Remarques :
Les labels o^ qui viennent d'être introduits sont en fait une généralisation des nombres
quantiques de moment cinétique J ou M. En effet, pour le groupe SO(3) des rotations de notre
univers, les considérations précédentes amènent à caractériser chaque RI par un unique nombre
o grâce auquel les valeurs propres de l'opérateur de Casimir C2 s'écrivent 2o(o +l). Or nous
avons vu auparavant que C2[SO(3)] =2J2 obligeant ainsi a à s'identifier avec le nombre
quantique de moment cinétique J. De façon similaire, chaque valeur de Mdésigne en fait une RI
du groupe SO(2) des rotations autour d'une direction fixe de l'espace. Signalons encore qu'à
l'intérieur d'un sous espace \J, M) avec Jdemi-entier, il est aisé de prouver que chaque rotation
est en réalité représentée dans par 2opérateurs R et -R mais qui sont chacun associés à une et
une seule transformation de SU(2) [Ham62-chapitre 9] : les RI pour lesquelles / est demi-entier
sont donc en fait des représentations projectives pour SO(3) et des représentations non-
projectives pour SU{2) (dans ce cas, [2J] est d'ailleurs le schéma de Young associé). Par
conséquent, comme nous ne travaillerons qu'avec des opérateurs isomorphes aux
transformations, l'invariance par rotation se manifestera dans la suite par le groupe SU{2)(équivalent au groupe de recouvrement) si le système autorise des états de moment cinétique
demi-entier et sinon par le groupe SO(3). Cette remarque illustre le propos général du théorème
(1.76) concernant la nécessité de travailler avec Spin(N) lorsque des représentations spinorielles
sont mises en jeu.
III - Notion d'invariance dynamique
De façon générale, l'opportunité offerte àun système pour exhiber le concept de symétrie
dynamique est basée sur la possibilité d'identifier dans son espace des états les algèbres d'au
moins 2groupes continus G(,) et G(2) avec G(y) Z) G(2). Dès lors, si le système est invariant
sous les transformations du groupe principal G(7), nous avons vu que son l'hamiltonien peut
toujours s'écrire en terme des différents opérateurs de Casimir Cp[G(1)) de ce groupe :
«=«,1K(G(")}) (1.77)
En conséquence, chaque état propre de H est non seulement caractérisé par une représentation
irréductible T(/) du sous-groupe G(/) mais aussi par l'une T(2) du sous groupe G(2) puisque
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Ll'hamiltonien (1.77) a également la symétrie de ce sous-groupe. Formellement, la détermination
des RI r(2) compatibles avec jT(/) résulte de l'évaluation via la relation (1.56) de la multiplicité
de chacune d'entre elles après calcul des caractères des éléments de G(;) à l'intérieur de
l'ensemble des vecteurs se transformant suivant r(i). On ne peut alors exclure une multiplicité
supérieure à 1 et dans le cas général un nombre quantique ?7(/2) doit donc être introduit afin de
différencier les sous-espaces irréductibles du type T(2) qui sont contenus dans T(y). Enfin, il
faut bien sur pouvoir énumérer les kets qui génèrent ces sous-espaces si bien qu'un autre indice
y(2) variant jusqu'à la dimension de la RI T(2) est nécessaire. Nous sommes ainsi finalement
conduits à désigner les vecteurs propres de l'hamiltonien (1.77) sous la forme suivante :
G(;) => G(2) \i i ) (1.78)
L'énergie associée à un tel vecteur se déduit par ailleurs aisément si les valeurs prises par les
invariants de Casimir C (G(y)J à l'intérieur de la représentation irréductible r(/) sont connues.
En notant (ciG^j) ces valeurs, on aen effet :
£=H<"({{c„(G>"))r(i)}) (1.79)
Dans de nombreuses applications physiques, l'hypothèse d'une symétrie parfaite comme
celle dont nous venons de discuter s'avère cependant trop forte. Une manière élégante de briser
l'invariance consiste alors à introduire dans l'hamiltonien les opérateurs de Casimir d'un sous-
groupe. Pour la chaîne G(y) ~) G(2), il nous faudra donc écrire :
H-^({CP(GW)}) +^ «({C,((?«)}) (1.80)
En procédant ainsi, H ne commute plus généralement qu'avec les transformations de G(2) et
perd par conséquent son insensibilité aux autres éléments de G(y). La démarche décrite fait donc
passer le groupe de symétrie de G(y) à G(2) mais en conservant néanmoins les vecteurs (1.78)
comme états propres. En effet, laprésence des RI de G(2) pour désigner ces kets leur permet de
diagonaliser comme auparavant l'hamiltonien avec toutefois des énergies associées différentes et
précisément données par :
£=H<"({(c„(G<"))rI„}) +^ »({(Cp(c»))r„,}) (1.81)
Finalement, laréduction de G(;) à G(2) du groupe d'invariance se manifeste simplement par une
levée de dégénérescence vis-à-vis des RI de G(2). En ce sens même si G(;) représente
maintenant une symétrie brisée, c'est toujours sa structure algébrique qui est à la base des
observations que nous venons d'effectuer. Afin de souligner ce rôle prééminent, on précise
habituellement qu'un système décrit par l'hamiltonien (1.80) admet un groupe de symétrie
dynamique donné par G(/), même si son véritable groupe desymétrie est G(2) .
En dépit de leur nature abstraite, les symétries dynamiques se concrétisent dans une
multitude de systèmes physiques. Nous ne souhaitons pas les discuter en détail ici, renvoyant au
prochain paragraphe pour un certain nombre d'illustrations. Précisons toutefois que l'effet
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Zeeman ou la brisure de la symétrie d'isospin par la répulsion coulombienne dans les noyaux
atomiques en sont les manifestations lesplus simples [Cas93, Van99].
Remarques :
i) Sur le plan pratique, l'utilisation des symétries dynamiques pour modéliser un système
nécessite de connaître laréduction des représentations irréductibles d'un groupe en terme des RI
de ses sous-groupes (règles de branchement). Malgré l'algorithme formel que nous avons
présenté, la solution à ce problème est en général très délicate. Nous donnons néanmoins ci-
dessous une liste non exhaustive de quelques réductions connues analytiquement. Signalons
également que les décompositions faisant intervenir les algèbres unitaire, orthogonale ou
symplectique peuvent être formulées en termes de diverses opérations sur les schémas de Young
[Wyb74-appendice] (multiplication, division, pléthysmes) et ont ainsi pu être traduites en codes
informatiques fortement utiles [Jui96].
Chaîne de réduction
U(N) =d SU(N)
[A,...A„] [A»,...AV.,]
U(N) 3 U(N-1)
[X,...XN] [AV,.,VWi.]
SU(3) 3 SO(3)
i i
\X,X2 ] K J
SO(2Q) -d SO{2Q -1)
i i(<T,...aa) (a',...a'Q_,)
SO{2Q +l) z> SO{2Q)
i ï(o,...aa) (o',...o'a)
Règle de branchement
Suppression de toutes les colonnes à N cases
du schéma [A], soit :
A';=A„-AiV.(n = i|^yV) [Mos68]
Le schéma [A] doit "rentrer" dans [A'], c'est-à-dire :
K*K*K+i [Mos68]
K= Min(X,ii), Mîn{X,i±)-2 , ... , 1ou 0
J =k, k +1 , ... , K+ Max(X,ii) si k*0
J = Max(X,fi), Max(X,ji)-2 , ... , 1 ou 0 si k = 0
où A= X, - X2 , /i = A2 [E1158]
a, > a\ > a2 > o'2 >... > oQ_t > o'a_, > laJ [Cha68]
a, >a', >o2 >o>2 >... >G'a_j >Gn> \g'q\ [Cha68]
(1.82)
NB : Le groupe orthogonal doit bien sur être remplacé par son groupe de recouvrement si les
représentations mises en jeu le nécessitent.
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ii) En accord avec les arguments généraux développés au paragraphe II-4, la
classification (1.43) des états propres de l'hamiltonien en présence d'une symétrie dynamique
s'applique également au niveau des opérateurs tensoriels qui sont souvent responsables des
pU)
transitions entre ces états. Ces opérateurs seront alors logiquement notés O U2)_{2) (2) et leurs
éléments de matrice entre 2états |i;(y) (vï^P^y^)) et \r{f]) (v^Pj'Y?)} de la base (1.78)
pourront s'évaluer en utilisant le théorème de Wigner-Eckart (1.63) Dans ce contexte, il
conviendra néanmoins de connaître différents coefficients de couplage de la forme
(il(y) (77,(/2)^(2)y!2)) ;rin {n{'2)ri2Y2))\co<!> r'" «2)r)2)yf)), co"> représentant l'indice de
multiplicité lié à la présence éventuelle de plusieurs RI r^ dans la série de Clebsch-Gordan
p(2) (g, p(2> gn fa-t> dévaluation de ces coeficients relatifs au groupe principal G(;) est souvent
facilitée par l'utilisation du lemme de Racah qui permet de les exprimer en fonction de leurs
homologues dans le sous groupe G(2) [Wyb74-chapitre 19] :
ru) (r^rf)rp>) ;r(/) {4!2)r(2Y2))\co^ r(f» ^rfVf)) =•••
1 pU) pU)
r(2) sJ2) r-^\„(/2)r(2) „('2)r(2)r\'*)p\t) jf'^ip^
où «(2) est encore une fois un indice de multiplicité nécessaire si le produit tensoriel
-(2
/
^^liP^rr^P^Y^pfr?) d-83)
i~;(2) ®r(2) fait apparaître plusieurs représentations r!2) et où les quantités
connues sous le nom de facteurs isoscalaires.
IV - Exemples d'implémentation
O Formule de masse des hadrons
sont
La physique des particules constitue sans aucun doute l'un des domaines où la théorie
des groupes a été source de progrès. Son utilisation a bien sur conduit au développement des
théories de jauge mais a également permis sur un plan plus phénoménologique d'expliquer en
terme de brisure dynamique d'une symétrie interne les multiplets de particules observés
expérimentalement. C'est précisément ce dernier point que nous souhaitons illustrer ici en
considérant le modèle de Gell-Mann et Ne'eman des hadrons [Gel64] basé sur l'introduction
d'un groupe SU(3). Aujourd'hui ce groupe est en fait appelé SUf(3) ou 5(7(5) de saveur pour
le différencier de celui qui intervient au niveau de la couleur des quarks et qui constitue le
groupe de jauge de l'interaction forte. Plus précisément, l'approche SUf(3) se propose de
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réunir dans une même représentation irréductible [A,A2] des multiplets d'isospin de masses
proches. Rappelons que ces multiplets sont formés de particules ayant des masses quasiment
égales et ne différant au niveau de leurs autres caractéristiques intrinsèques que par la charge
électrique. Mathématiquement, on leur associe un nombre quantique Tdéfini de façon à
pouvoir caractériser chacune des particules qui les composent par une valeur
mt =-T,-T +1,...,T-1,T : par exemple, les nucléons forment un doublet d'isospin T=1/2
avec de façon arbitraire MT = 1/2 pour leproton et MT = -1/2 pour le neutron (convention de
la physique des particules). De la même manière, les 3 baryons E~'°-+ sont associés à T= 1
avec respectivement MT=-1,0,1 pour Z~,ZC',Z+\ Du point de vue algébrique, les vecteurs
\T,MT) permettent en parfaite analogie avec le moment cinétique J de définir 3opérateurs
Tx,Ty,Tz formant l'algèbre de Lie d'un groupe SUT(2) dont les RI sont naturellement
caractérisées par le schéma de Young [2T\ Chaque projection MT est alors associée à une
représentation irréductible du sous groupe SOT(2) que génère la composante Tz. Dans le
contexte plus général du groupe SUf(3), une seule classification est en fait à même de
préserver les labels (T,MT) et correspond à la chaîne de réduction :
SUf(3) 3 Ur(l) ® SUT{2) 3 UY{1) ® SOT(2)
i i i i
[A,A2] Y T MT (1.84)
où l'algèbre du groupe UY(1) est formée d'un seul opérateur s'identifiant à l'hypercharge
[E1179] et qui commute avec toutes les observables d'isospin. Les RI de ce groupe sont en
outre définies par le nombre quantique d'hypercharge Yrelié à la charge électrique Q par
formule de Gell-Mann Nishijima :
Q= -Y + MT (1.85)
Précisons également que le groupe UY{1)®SUT(2) mentionné dans (1.84) correspond à
l'ensemble des transformations obtenues en multipliant les opérateurs de Uy(l) par ceux de
SUr(2), la structure de groupe étant assurée par la commutativité des générateurs des 2
algèbres mises en jeu. Par ailleurs, tout espace irréductible vis-à-vis du produit
UY(1)®SUT(2) vérifie nécessairement ce même critère pour chacun des 2 groupes et en
conséquence sera caractérisé par un couple (Y,T) comme indiqué dans (1.84). La même
discussion s'applique évidemment à Uy(lj® SOT(2).
Sur le plan physique, les états (1.84) diagonalisent n'importe quelle fonction des
opérateurs de Casimir des différents groupes de la chaîne de réduction. En adoptant pour
l'hamiltonien au repos la forme la plus simple, c'est-à-dire une combinaison linéaire
d'invariants d'ordre 2 au maximum, l'énergie de masse E0 des hadrons d'une même
représentation irréductible de SUf(3) s'écrira :
E0=a +bY +b'Y2+cT(T +l)+dMT+d'M2 (1.86)
a,b,b',c,d,d' étant des constantes .Habituellement on pose de plus b'= -cl4, cette hypothèse
revenant àconférer à l'interaction forte, un caractère tensoriel spécifique en SUf{3) [E1179,
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Gel62, Oku62]. La relation précédente (1.86) prend alors la forme suivante, connue sous le
nom de formule de masse d'Okubo-Gell-Mann :
E=a + bY + c T(T + 1)--Y2 + dMT + d'MT (1.87)
Concrètement, cette paramétrisation s'est avérée apte à reproduire avec une excellente
précision les masses des hadrons confirmant ainsi la pertinence de la classification dynamique
(1.84). La figure (1.1) ci-dessous en est une illustration dans le cas du proton, du neutron et
des particules A', S,S pour lesquels les valeurs des nombres quantiques (Y,T,MT) conduisent
à un regroupement dans lareprésentation [2,1] du groupe SUf(3).
>
O
S?
C
tu
liguiÇtiJ. - Spectre de tuasse de Vociet \2J) du groupe .Vi.-',(3) obtenu grâce à .
(1.87) avec des paramètres donnés en MeV par a -1111.3, b = -189.6,
c = -39.9, d = -3.8 et d'=0.9. La colonne de gauche correspond à une
symétrie SU,(3) exacte qui prédit l'égalité de toutes les masses à l'intérieur de
l'octet et les 2 suivantes à des brisures dynamiques de cette symétrie.
© Structure collective des noyaux : modèle IBM
Comme tous les systèmes formés d'un grand nombre de particules en interaction, le
noyau atomique ne peut s'appréhender dans le cadre quantique que par des approximations
judicieuses permettant d'obtenir ses caractéristiques essentielles à partir d'un problème
restreint plus aisément soluble. Une illustration particulièrement intéressante vis-à-vis de la
théorie des groupes de ce genre d'approches est fournie par le modèle des bosons en
interaction (IBM) de Arima et Iachello [Ari75]. Son objectif premier est d'élucider les états
collectifs de basse énergie des noyaux pair-pair en termes de bosons bjm (m = -j —> j)
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caractérisés par un moment cinétique j = 0 (boson monopolaire s+) ou j = 2 (boson
quadrupolaire d* ). Rapidement, il a par ailleurs été constaté que ces bosons pouvaient
s'interpréter comme des paires de nucléons identiques [Ari77], le choix des degrés de liberté
/ = 0,2 se justifiant alors par le caractère attractif à courte portée de l'interaction nucléaire
résiduelle [Tal93-chapitre 11]. En conséquence, un noyau pair-pair à 2W nucléons de valence
sera donc décrit en IBM par un état corrélé de ^bosons. Signalons de plus que dans la version
originale (IBM-1) à laquelle nous nous limitons pour l'instant, aucune distinction n'est
introduite entre les bosons formés de protons et ceux constitués de neutrons. De plus l'absence
de paires mixtes limite à priori l'applicabilité du modèle aux noyaux pour lesquels protons et
neutrons n'occupent pas la même couche de valence.
a- Hamiltonien et interprétation géométrique
Chaque noyau étant associé à un nombre bien déterminé de bosons, l'hamiltonien IBM
se doitde conserver le nombre departicules et inclut donc de façon générale :
> une constante H0
> une partie à 1corps H, définie par les énergies individuelles e. de chaque boson :
i0
0
H!=^£j42]Tl[bJ®bj (1.88)
> une interaction à 2 corps H2 caractérisée par ses éléments de matrice
vJ...
J1J2J3J4 jjj2J\ H2 \j3j4J) entre états normalisés à2 bosons
„ ^ v{,,,,,. V27+7
H2= y J1J2J3J4
VA1 +sj,jI1 +sj,j.)JlJ3SJ4
J
[K®Ki®[h®bu\ (1.89)
Dans le cas présent, seules 7 interactions v sont d'ailleurs à considérer en raison de
l'hermiticité de H2 et du couplage nécessairement symétrique des 2 bosons qui
restreint leurs états à \s2,J =0), \sd, J=2) et |<i2,J=0,2,4).
> d'éventuelles contributions d'ordre supérieur.
Finalement, en se limitant aux termes à 2 corps, 10 paramètres caractérisent donc cet
hamiltonien, mais seulement 6 influent sur les énergies d'excitation. Nous verrons par ailleurs
que la diagonalisation peut s'avérer analytique pour des interactions particulières grâce au
développement de symétries dynamiques.
Un autre aspect intéressant des hamiltoniens IBM réside dans leur aptitude à fournir
des images géométriques de la spectroscopie à laquelle ils donnent naissance. La procédure
générale pour parvenir à ces images repose en fait sur un passage à la limite classique grâce à
l'introduction d'états cohérents donnés par[Boh80, Die80, Gin80] :
|W,/3,y): 1
ml
s+ +pcosydg + fisiny
~4T(dï +dl2)
N
(1.90)
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C'est précisément par l'intermédiaire de /3 et y que s'opère la connexion avec une description
macroscopique en terme de goutte liquide présentant des déformations quadrupolaires.
Rappelons que dans ce contexte, la surface nucléaire est représentée par un ellipsoïde dont la
longueur Rk (k = 1,2,3) de chacundes axes principaux est paramétrée selon l'équation :
R,=R, cos
2kn
Ybm (1.91)
R0 étant le rayon de la forme sphérique et (PBM,yBM) les variables de Bohr et Mottelson
[Boh75]. A l'issue de plusieurs travaux [Boh80, Die80, Gin80], il est en effet apparu que les
paramètres (/3,y) ont la même signification physique que (PBM,yBM) à la différence près que
les premiers se réfèrent aux nucléons de valence alors que les seconds correspondent à
l'ensemble du noyau. Il en résulte concrètement [Gin80] :
Ybm -J et de façon approchée /3BM ~ 2.36W/3/A (1.92)
Pratiquement, la détermination de la forme d'équilibre associée à un hamiltonien IBM-1
quelconque H repose sur un calcul variationnel consistant à minimiser la valeur moyenne
£(.9V,/3,y) deH dans l'état cohérent (1.90). Précisons qu'une forme analytique de cette énergie
classique peut par ailleurs aisément être obtenue en fonction des énergies individuelles et des
interactions qui caractérisent H . En supposant qu'aucun terme d'ordre supérieur à 2 intervient,
on a ainsi [Van81]:
5V jv(^-i)E(*T,p,Y) =He +jfp{e. +£J32)+ %p2'(fiP4+f2P3cos3Y +f3P2+f4) (1.93)
aVCC f' =~ïôM°dddd +7V<""ld +-~35V*U* ' &=~VHV"W" ' ^=V5 ^°ss"d +V^Y//) et f" =2V""'
En conséquence, la minimisation de cette fonctionnelle par rapport à y conduit nécessairement
à y = 0 ou y = k/3 de sorte qu'aucune structure triaxiale ne peut être décrite en IBM-1 par des
interactions à 2 corps .
b- Symétries dynamiques
En traitant le noyau comme un système de W bosons identiques pouvant chacun
accéder à 6 états individuels \j,m) (j = 0,2 ; m= -/,-/ + l,...,j-l,j), l'espace des états
quantiques en IBM-1 s'identifie nécessairement à représentation irréductible totalement
symétrique [jv] du groupe U(6) généré par les produits bilinéaires bjmbj m. Conformément
à la discussion générale du paragraphe III, la mise en évidence de symétries dynamiques
repose alors l'identification d'algèbres de Lie pouvant être incluses les unes dans les autres.
Cependant, afin de préserver l'invariance par rotation dans notre espace physique, les chaînes
acceptables devront nécessairement se terminer par le groupe SO(3) généré par les
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observables de moment cinétique Jx,Jy,J. dont l'expression en termes des bosons IBM-1 est
donnée par :
Jx=l2^-' ~J'Ï ' Jy=72^J-1+J'"> et J^J°
où 7 =ViO d+®d
En définitive, toute base IBM-1 exhibant une invariance dynamique seradonc de la forme :
(1.95)
{fi = -1,0,1)
U(6) zT.i.-D SO{3)\
i i )[JV] JM /
(1.94)
En fait, seules 3 réductions algébriques sont en mesure d'assurer une telle classification et
s'écrivent [Iac87a-chapitre 2, Fra94-chapitre 8] :
' U(5) d SO{5) '
(7(6) 3 SU(3) >r>S0(3) (1.96)
50(6) 3 50(5)
où des générateurs possibles pour les groupes (7(5), 5(7(5), 50(6) et 50(5) sont indiqués
dans le tableau suivant :
U{5) 1 i L \J=0^4
^ J M=-J-)J
SU{3) (er1/?/lw {'-U.,
S0{6)
*• "* M=-J->J
S0{5)
Ql {n= -2-> 2) désignant les
composantes du moment quadrupolaire
en IBM-1, soit :
Ql s+®d +d+®s + X d+®d
J/i
avec # un paramètre libre
En calculant gâce aux relations générales (1.28) et (1.39) les opérateurs de Casimir de
tous les groupes que nous venons de mentionner [Iac87a-chapitre 2], il apparaît alors qu'un
hamiltonien quelconque H avec des interactions à 2 corps au maximum peut toujours s'écrire
comme une combinaison linéaire de ces invariants :
H=H0 +t)0+t]iC\U{6)}+t]2C2[U{6)} +kiC{U{5)] +k2C2[U{5)] +...
k3C2[SU(3)] +k4C2[SO(6)] +k5C2[SO(5)] +k6C2[SO(3)} (1.97)
les 9 paramètres 77,* s'exprimant linéairement en fonction des énergies individuelles e et des
éléments de matrice d'interaction vqui caractérisent H [cf. équations (1.88-89)]. En dépit de
leur définition abstraite, certains des invariants C„ C2 s'expriment très simplement dans
l'espace des bosons s et d. C'est par exemple le cas de ceux du groupe U(6) qui sont en fait de
simples fonctions du nombre de bosons JV qu'il est aisé d'obtenir en utilisant (1.39) :
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0^^/(6)] =5V" et C2[[/(6)] =ytitft +5). Il devient alors possible de regrouper dans une même
fonction /cJWj =H0+rj0 +rjjN +rj2N\3f +5) l'ensemble des termes qui ne contribuent qu'à
l'énergie de liaison, et donc d'écrire :
^J)=^M+^C/[^(5)]+^C2[t/(5)]+/c5C2[5[/(J)]+...
k4C2[SO(6)] +k5C2[SO{5)] +k6C2[SO{3)] (1.98)
Chacune des limites définies par (1.96) correspond donc simplement à la nullité de certains
coefficients Kn :
//[[/(5)] =K0(^)+K;Cy[[/(5)]+/c2C2[(/(5)] +/cJC2[50(5)]+K6C2[50(3)]
H[SU(3)] =K0(iï) +K3C2[SU(3)] +K6C2[SO(3)]
H[SO(6)] =ko(^)+k4C2[SO(6)] +k5C2[SO(5)] +k6C2[SO(3)) (1.99)
Concrètement, les invariances dynamiques que définissent chacun de ces hamiltoniens se sont
illustrées dans l'interprétation d'une grande variété de structures nucléaires comme indiqué sur
la figure (1.2) ci-dessous.
60 80 100 120 140
Nombre de neutrons
160 180
Figure 1.2 : Régions de la carte des noyaux où les différentes symétries
dynamiques de IBM-1 ont pu être identifiées. I, II et III correspondent
respectivement à U(5), SU(3) et 50(6) [Iac87a-chapilre 2].
Enfin, plutôt que de donner une description détaillée des nombres quantiques et règles de
branchement impliqués dans chacune des limites, nous avons simplement représenté sur la
figure (1.3) les spectres schématiques qui leur correspondent renvoyant à la référence [Iac87a-
chapitre 2] pour une discussion plus détaillée (La procédure pour établir ces spectres sera
illustrée dans le modèle plus simple du vibron au paragraphe IV-3)
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Eigurc 1.3 : Spectres associés à chaque chaîne de réduction du modèle IBM-1 dans le
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Sur le plan géométrique, la forme explicite des opérateurs de Casimir des algèbres du
modèle IBM-1 couplée à l'expression (1.93) de l'énergie classique permet en plus d'associer à
chacune des chaînes de réduction une interprétation géométrique simple : les noyaux (7(5),
SU(3) et SO{6) correspondent en effet respectivement à des géométries sphériques,
déformées à symétrie axiale et y-instable [Iac87a-chapitre 3.4].
Toutes les considérations qui viennent d'être évoquées à propos des symétries et de la
forme d'équilibre des noyaux en IBM-1 sont habituellement synthétisées sous forme graphique
par l'intermédiaire du triangle de Casten [Cas81]. Chaque hamiltonien y est alors associé à un
point correspondant au barycentre des sommets affectés de poids égaux aux coefficients
(Kj,k3,k4) qui mesurent l'importance des 3 limites. Ce triangle est représenté sur la figure
suivante où nous avons également mentionné une zone de coexistence de phase récemment
mise en évidence par Iachello & al [Iac98] :
SO(6)
Limite y-instable
Phase déformée
Coexistence de forme
Phase sphérique
U{5) SU(3)
Limite vibrationnelle Limite rotationnelle
c- Symétries cachées et partielles
Comme nous venons de le voir, la mise en exergue des symétries dynamiques du
modèle IBM-1 repose sur la possibilité de décrire le noyau par des énergies individuelles et
des interactions particulières qui annulent certains des coefficients Kn du développement
général (1.98). La réciproque n'est néanmoins pas nécessairement vraie : même si tous les
paramètres Kn sont non nuls, l'hamiltonien peut révéler une invariance "cachée" en raison de
l'existence de transformations unitaires u qui préservent le spectre tout en altérant les
variables Kn. Une procédure systématique pour identifier de telles transformations a
récemment été proposée par Shirokov & al [Shi98] et a permis de mettre en évidence qu'en
IBM-1 deux possibilités existent, à savoir :
> Si K3 ï 0, u~'s+u = s+ et u~'d+u = -d+ impliquant pour l'hamiltonien (1.98) :
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u' H(ko,k„k2,k3,k4,k5,k6) u=...
H(ko,k1+2k3,k2+2k3,-k3,k4+4k3,k5-6k3,k6+2k3) (1.100)
> Si /c, = 0, u~'s+u = s+ et u~'d+u = i d+ entraînant alors :
u' H(ko,k„k2,0,k4,k5,k6)u =...
H{ko+10k4W,ki+4k4{W +2),k2-4k4,0-k4,ks+2k4,k6) (1.101)
NB : Ces relations sont valables pour les invariants utilisés dans la référence [Fra94].
En conséquence, si l'on a par exemple k1=k2=-2k3, k4=-4k3 et k5=6k3 (k3*0)
l'hamiltonien aura un spectre caractéristique de la symétrie dynamique 5(7(5) bien que son
expression de départ fasse intervenir des invariants de Casimir associés aux autres limites.
Pratiquement, les transformations isospectrales d'un hamiltonien sont importantes dans la
recherche de ses paramètres par optimisation sur des données expérimentales ainsi que dans
l'analyse de son caractère chaotique [Kus97, Cej98]. A un niveau plus formel, elles étendent
d'une certaine manière le concept de symétrie dynamique en lui permettant de se manifester
même lorsque l'hamiltonien ne s'écrit pas sous la forme normalement requise.
Le modèle IBM-1 a enfin permis d'illustrer un autre prolongement de la notion
d'invariance dynamique appelé symétrie dynamique partielle. Comme son nom l'indique, cette
symétrie particulière concerne des hamiltoniens qui ne sont diagonalisés que par certains des
états d'une chaîne de réduction algébrique. En réalité, n'importe quelle symétrie dynamique
peut être rendue partielle en effectuant une décomposition tensorielle de son hamiltonien
conformément à un algorithme général élaboré par Alhassid et Leviathan [Alh92]. A titre
d'exemple, nous avons schématisé sur la figure (1.4) ci-après les spectres correspondant à la
limite 517(5) de IBM-1 ainsi qu'à son extension partielle qui s'est d'ailleurs révélée pertinente
dans l'interprétation du noyau ,68Er [Lev96].
d- Autres modèles IBM
En raison de son pouvoir descriptif, le modèle IBM-1 dont nous venons de discuter, a
progressivement été généralisé de manière à pouvoir fournir une spectroscopie enrichie des
noyaux auquel il s'applique ou de façon à appréhender des systèmes plus complexes.
Pour les noyaux où protons et neutrons n'occupent pas la même couche de valence et qui
entrent dans le cadre IBM-1, une extension naturelle consiste à considérer séparément les
paires formées de protons (bosons n) etcelles formés de neutrons (bosons v). Le modèle IBM-
2 [Ari77, Ots78] qui en résulte décrira donc un noyau possédant 2WW protons de valence et
2WV neutrons de valence comme un système formé de K„ bosons b+n ."m et de Wv bosons
K.j.m 0 =0,2 ; m=-j-> j) tous en interaction. Du point de vue algébrique, IBM-2 se
caractérise ainsi par le groupe produit UK{6)®UV{6) des 2 algèbres (7(6) formées par les
générateurs KJitmbKhm2 et Kj^bJ^ respectivement associés aux protons et aux
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neutrons. En outre, les états du système devront nécessairement adopter un comportement
totalement symétrique dans les permutations des bosons de chaque fluide et en conséquence
ils se transformeront vis-à-vis des groupes UK{6) et Uv{6) selon les RI [w^] et [wv]. Compte
tenu de l'invariance par rotation, ces états s'écriront donc de façon générale :
® Uv(6) Z)
1
SO(3) \
J,M j (1.102)
L'analyse des symétries dynamiques susceptibles d'émerger d'un tel schéma de classification
s'avère nettement plus complexe qu'en IBM-1 mais a quand même pu être mené à son terme.
[Fra94-chapitre 9.4]. Concrètement, l'approche IBM-2 s'avère capable de fournir une
description phénoménologique des états collectifs de presque tous les noyaux stables pair-pair
de masse moyenne ou élevée [cf. article de synthèse Lip90]. De plus, la possibilité de déduire
son hamiltonien à partir du modèle en couches [Iac87b, A1188] lui confère également un
fondement microscopique.
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Figure 1.4 : Illustration du concept de symétrie dynamique partielle dans le cas
de la limite SU(3) de IBM-1. Pour un hamiltonien préservant dynamiquement
SU(3), les états de même moment cinétique des bandes fi et y sont dégénérés.
Avec la symétrie partielle pSU(3) cette dégénérescence est levée en détruisant
le caractère analytique des états fi par mélange des RI de SU(3). Un exemple de
réalisation du schéma pSU(3) est enfin montré dans le cas du noyau /w,£r.
Outre IBM-2 que nous venons brièvement d'évoquer, deux autres modèles nucléaires
en bosons consistant à coupler des algèbres (7(6) du type IBM-1 ont jusqu'à présent été
proposés. Le premier concerne les noyaux où il est nécessaire de prendre en compte les
excitations du coeur. C'est en particulier le cas si un type de nucléon occupe une couche
fermée ou quasiment fermée alors que l'autre se situe en milieu de couche : des états intrus
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apparaissent alors à des énergies comparables à celles des excitations usuelles dans l'espace de
valence. Il devient donc indispensable d'introduire 2 sortes de bosons, à savoir ceux qui
correspondent à des paires corrélées de particules dans les couches de valence (bosons p) et
ceux qui sont associés à des paires collectives de trous dans les couches du cœur (bosons h).
En se restreignant aux degrés de liberté J = 0,2 pour toutes ces paires, on aboutit aux
approches EIBM (Extented Interacting Boson Model) dont la plus simple version est
caractérisée par la structure algébrique Up{6)®Uh{6). Une discussion détaillée ainsi que des
exemples d'application pourront être trouvés dans la référence [Hey92].
Dans un contexte totalement différent, des descriptions IBM pour les noyaux exotiques
très riches en neutrons ont également été envisagées. Pour ces systèmes, certains calculs
microscopiques prédisent en effet l'existence d'une peau de neutrons reflétant une étendue
spatiale plus importante pour la densité de neutrons que pour celle des protons. Une étude
algébrique peut alors être menée en effectuant le produit de 3 algèbres (7(6) respectivement
associées aux bosons formés de protons {n), à ceux constitués de neutrons du cœur (vc) et
enfin à ceux composés de neutrons de la peau (vj, soit Un(6)®Uv (6)®UV (6) [War97].
Signalons enfin, qu'une généralisation de ce genre de description utilisant des algèbres non
compactes pourrait être développée pour modéliser les systèmes borroméens caractérisés par
des composantes qui prises deux à deux ne sont pas liées mais qui considérées dans leur
ensemble le sont (c'est par exemple le cas du noyau à halo de Lithium 11).
Au voisinage de la ligne N = Z, l'élaboration d'approches en bosons se complique
considérablement. Il n'est en effet plus possible de réduire l'interaction proton-neutron à une
composante quadrupolaire agissant entre des paires corrélées de protons et de neutrons comme
on le fait en IBM-2 [E1187]. L'inclusion de bosons proton-neutron devient en fait
indispensable. En outre ces bosons peuvent être de 2 types selon que le vecteur d'état de la
paire qu'ils représentent chacun est symétrique ou antisymétrique dans l'échange des 2
particules. Dans le langage de l'isospin, le premier cas correspond à un état isoscalaire de
nombre quantique T= 0 alors que le second est isovectoriel (T = 1) et se rapproche ainsi des
bosons p-p ou n-n de IBM-2. Un premier modèle de bosons en interaction préservant
l'invariance en isospin peut alors simplement s'obtenir à partir de IBM-2 en ajoutant des
bosons proton-neutron de manière à obtenir l'intégralité du triplet T= 1 dans chacune des
voies J = 0,2. Le modèle IBM-3 ainsi obtenu a été proposé et intensivement étudié par Elliott
& al [E1180]. Il s'est en particulier illustré dans l'interprétation des noyaux pair-pair N = Z
situés au delà du 56Ni [E1196, Gar99]. Pour les noyaux impair-impair, l'introduction de bosons
T=0 devient nécessaire [Tho87] et conduit à l'approche IBM-4 [E1181] qui fait précisément
l'objet du chapitre 3 de ce mémoire.
Une dernière extension importante du formalisme IBM concerne les noyaux de masse
impaire où il devient nécessaire de prendre en compte simultanément des degrés de liberté
bosoniques et fermioniques respectivement associés aux paires collectives et aux nucléons non
appariés. Logiquement, les modèles correspondants sont donc plutôt désignés sous le terme
générique IBFM (Interacting Boson Fermion Model) et leur description détaillée pourra être
trouvée dans les références [Iac91, Fra94-chapitre 10]. Précisons simplement que si aucune
distinction entre protons et neutrons n'est introduite (IBFM-1), la structure algébrique à
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considérer pour les bosons de moment cinétique J = 0,2 est toujours (7(6) alors que pour les
fermions il faut invoquer le groupe unitaire U{Q), £2 =^(2j+l) étant la dégénérescence
des différentes orbites j de l'espace de valence dans lequel évoluent les nucléons non appariés.
En outre, tous les opérateurs de fermions sont supposés commuter avec ceux de bosons et c'est
donc finalement le produit UB{6)®UF{Q) qui est adapté. L'erreur résultant d'une telle
hypothèse est en fait approximativement corrigée par la suite en introduisant une interaction
d'échange boson-fermion. En définitive, la description IBFM-1 d'un noyau comportant 2NB
nucléons appariés et NF nucléons célibataires repose donc sur des états de la forme :
UB(6) ®
i
UF{Q)
M ['*']. v
SUBF(2)
i
JM
(1.103)
les représentations [5VB ] (resp. [l^r ]Jassurant le caractère symétrique (resp. antisymétrique)
du vecteur lors d'une permutation des bosons (resp. fermions). De nombreuses symétries
dynamiques peuvent alors émerger de cette classification [Iac91, Fra94-chapitre 10]. Si une
seule orbite j = 3/2 est active dans l'espace de valence des nucléons non appariés, on a par
exemple la chaîne de réduction suivante dont un exemple de réalisation est montré sur la
figure (1.5) à propos du noyau 77Ir1I4 [Iac91-chapitre 4.7].
UB{6) ®UF(4) 3 SOB(6)® SUF{4) 3 SpinBF{6) 3 SpinBF{5) zd SpinBF{3) ~ SUBF{2)
(1.104)
NB : L'usage des groupes de recouvrement Spin{N) est ici indispensable en raison de
l'intervention de représentations demi-entières engendrées par les couplages boson-fermion .
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Figure 1.5 : Comparaison entre les prédictions de la limite SpinBF(6) dt
IBFM-1 et la spectroscopie expérimentale du noyau '%Irn4 .
Approches algébriques en mécanique quantique - 43
——
Enfin, de manière similaire à la physique hadronique où des multiplets d'isospin peuvent être
réunis dans une représentation d'un groupe plus large, une extension de lastructure algébrique
UB{6)®UF(Q) aété proposée par Iachello [Iac80] afin de rassembler les noyaux caractérisés
par la même somme 5V = 3VB + 3V>. Cette extension est obtenue en ajoutant aux générateurs
SnBlnB2 =KB\2 (nBl,nBt=l->6), g!îFlnF2 ="1,% (nFl,nFi =;->__•) des groupes UB(6),
UF(Ù), les opérateurs g^ =^a^ , g™^ =<^„a2 qui transforment un fermion en boson
ou vice-versa. Onpeut alors facilement établir des relations du type :
[•V*p,] =__XP;p,Sp, •[sPl'8'P2] =^ Yp%2g'P3 et {8'Pl,8'P2} =^Z^2g'P3 (1.105)
Pl Pl p-3
où gp désigne l'un des opérateurs 8^,8^ , g'p un élément de la famille g^.g^&t
Xp3,p2> YpP,p2> ZP/P,des nombres. Les égalités précédentes généralisent clairement le concept
d'algèbre de Lie en introduisant une classe d'opérateurs stables par anticommutation au lieu de
l'être par commutation : on parle d'algèbre de Lie graduée ou de superalgèbre [Iac91-chapitre
4.2]. Dans le cas présent, les valeurs des constantes X,Y,Z sont en fait caractéristiques du
supergroupe unitaire U{6/Q) vis-à-vis duquel tous les vecteurs (1.103) se transforment de la
même manière dès qu'ils sont associés à un même nombre total JV de fermions et de bosons.
Ces vecteurs définissent ainsi une RI de (7(6/12) notée [jv} etque l'on nomme supermultiplet.
Malgré son élégance formelle, U(6/Q) nepeut toutefois représenter une invariance exacte car
si tel était le cas tous les états de tous les noyaux d'un supermultiplet auraient des énergies
similaires. De nouveau, le concept de symétrie dynamique offre alors une perspective
intéressante en permettant par exemple de briser le supergroupe U{6/Q) par réduction dans
son plus grand groupe de Lie UB(6)®UF(Q). Pour Q=4 et compte tenu de (1.104), on peut
ainsi envisager la chaîne de supersymétrie dynamique suivante :
U{6/4)z>UB(6)®UF(4)z>SOB(6)®SUF(4)z>SpinBF(6)z>.,,
SpinBF (5) 5 SpinBF (3) « SUBF (2) (1.106)
à laquelle sera associé un hamiltonien formé de tous les invariants de Casimir et dont une
unique parametrisation sera apte à décrire tous les noyaux caractérisés parune même valeur de
W= 5VB + W>. Concrètement, il est effectivement apparu que les états de basse énergie des
noyaux ™Osn4(wB =9,NF=0), '79jIr114(^B =5,WF =/) pouvaient être appréhendés par ce
genre d'approche [Iac91-chapitre 4.7]. D'autres exemples de supermultiplets associés à
l'algèbre graduée U(6/12) ont également été mis en évidence [Iac91-chapitre 4.8].
© Niveaux d'énergie des édifices moléculaires
Le succès du modèle de bosons en interaction dans la description des phénomènes
nucléaires collectifs conduit naturellement à s'interroger sur son éventuelle pertinence dans
d'autres systèmes à Ncorps. Au niveau de la structure des molécules, une approche similaire
s'est en fait également révélée fructueuse. La version la plus simple, connue sous le nom de
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modèle du vibron et développée par Iachello et Levine [Iac81, Iac82], vise à décrire les
mouvements de vibration et de rotation des molécules diatomiques en terme de bosons bjm
(m = -j -> j) caractérisés par un moment cinétique et une parité f = 0+ (boson s+) ou
jp = F (boson n*). Sa structure algébrique est donc celle du groupe unitaire (7(4) et seules 2
limites apparaissent en mesure de préserver l'invariance par rotation [Fra94-chapitre 5] :
U(4)z>\H2]]z>SO(3),
'\SO(4)j (1.107)
où les générateurs de chacun des groupes mis en jeu sont rassemblés dans le tableau suivant.
Û{4) {b+,mbim\ ou \\b+l®bl,fl
U(3)
' 2 \ i M = -J->J
50(4) | \tc+ ®ii\ , [n+ ®s +s+® k\ j
SO{3) {K=^kM}r_:M
(1.108)
De la même manière que pour IBM, l'hamiltonien général du modèle du vibron peut
s'écrire comme une combinaison linéaire de tous les opérateurs de Casimir associés aux
groupes impliqués dans le schéma de réduction (1.107), soit :
H=ko(^) +k1Ci[U(3)] +k2C2[U(3)] +k3C2[SO(4)] +k4C2[SO(3)] (1.109)
(5V"= opérateur nombre de bosons )
La limite U(3) est alors obtenue en posant K3=0 et les états qui lui correspondent
nécessitent en premier lieu de connaître la décomposition en U(3) de la représentation
totalement symétrique [N] du groupe (7(4). Cette réduction du type U(N)zdU(N-1) a été
donnée auparavant [cf. équations (1.82)] et son application dans le cas présent conduit
aisément à ne considérer que les RI de U(3) associées à un schéma de Young formé d'une
seule ligne comportant un nombre de cases compris entre 0 et N. Ce nombre de cases
s'identifie par ailleurs au nombre de bosons K puisqu'il est identique à la valeur propre de
l'invariant linéaire Cy[(7(3)] donné ici par ^n+m7tm [cf. équations (1.70) et (1.40)].
m
Finalement, les RI de (7(3) pertinentes dans le modèle du vibron s'écriront donc \nK ] et il ne
reste plus qu'à les décomposer en SO(3) selon l'algorithme donné dans le tableau (1.82) pour
obtenir les valeurs autorisées du nombre quantique de moment cinétique 7. Le résultat est
donné ci-dessous où sont rassemblés toutes les caractéristiques des états dans la limite (7(3):
(7(4) 3 U{3) 3 SO(3)\ \nK=0,...,J(i i i ) avec \ K n , (1.110)(3)-LJM / "n'"* 2,...,0 ou /
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Les niveaux d'énergie associés s'en déduisent immédatement grâce aux valeurs propres des
opérateurs de Casimir données dans la discussion générale du paragraphe II-4 [équations
(1.70), (1.73) et (1.76)]:
=*E[U(3)] =K0(W)+K]nn+K2nK(n!l+3) +2K4J(J +l) (1.111)
Le spectre qui en résulte est montré sur la figure (1.6) pour un système de W= 6 bosons et
ressemble à celui d'un oscillateur harmonique tridimensionnel isotrope typique des molécules
non rigides [Her50].
Une analyse en tout point similaire peut être menée au sujet de la limite SO(4) et
conduit à des états et des énergies données par :
\o = N,N-2,...,Ooxil
\j =0,l,...,a
E[SO{4)\ =ko (W) +2k3o{o +2) +2k4J(J +1)
U(4)
i
[W]
SO{4)
i
if)
£^ Limite U(3)
c
m 6 6»
5 S"
6 — 4* 6 2* 6 0'
5 3-
5
4 4*
5 — 1*
4 2* 4 0»
3—3- 3 1-
2 2* 2 0'
0 - 0 0»
ou (1.112)
(1.113)
NB : En général, la réduction U(N)^>SO(N) n'est pas analytique. Cependant pour la
représentation symétrique [W] du groupe unitaire, on peut montrer qu'un seul label o
caractérise les RI de SO(N) avec en plus o =N,N-2,...,0 ou / [Fra94-chapitre 4]. C'est
l'application de ce résultat ainsi que de larègle de branchement SO(4) 3 SO(3) donnée dans le
tableau (1.82) qui està l'origine du domaine devariation des nombres quantiques dans les états
50(4) (1.112)
Physiquement, la chaîne 50(4) dont un spectre typique est représenté ci-dessous, se
caractérise par des bandes rotationnelles construites sur chaque niveau de vibration et
correspond à des molécules rigides [Her50]. Un exemple concret estmontré surla figure (1.7)
au sujet du dihydrogène [Iac93]
c
0
0 — — 6+
Limite SO(4)
1— 4* 2 — 2*
2 1-
2 0*
1 3"
3 0* -
0 — -5"
1 2*
0 — -4*
1 1-
1 0*
0 — -3"
0 —
— 2*
-50
0 —
0 —
— 1-
-0+
Figure 1.6 : Niveaux d'énergie dans chacune des limites du vibron pour W=6 bosons. Les
états (7(3), SO{4) sont repectivement désignés par nK—-J'' et v-—J1' où v=(W - o)/2.
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Figure 1.7 : Comparaison entre le spectre expérimental de la molécule H2 dans son
état électronique fondamental et celui obtenu dans le modèle du vibron avec symétrie
En résumé
Le concept de symétrie dynamique repose sur la possibilité d'identifier dans un
système plusieurs groupes continus pouvant s'inclure les uns dans les autres :
q(i) _, q(2) -> En écrivant l'hamiltonien comme une fonction des opérateurs de
Casimir de toutes algèbres intervenant dans la chaîne de réduction, une
diagonalisation analytique est alors possible et conduit à caractériser chaque état
propre par l'ensemble des représentations irréductibles des groupes mis en jeu.
Dans ce contexte, l'effet lié à l'introduction des invariants d'un sous groupe
s'interprète physiquement comme une levée de dégénérescence vis à vis des RI de
ce sous-groupe. Bien que formel, ce type d'invariance est omniprésent dans les
systèmes physiques et en particulier dans ceux à N-corps où son utilisation peut
permettre de fournir une vision globale des phénomènes collectifs qui se
développent en leur sein.
Signalons enfin qu'en dehors des exemples que nous venons de présenter, de nombreuses
autres manifestations des symétries dynamiques peuvent être trouvées : on peut citer l'atome
d'hydrogène (symétrie SO(4)z>SO(3) [Wyb74-chapitre 21]), les problèmes de diffusion
[Alh86], la structure des hadrons [Bij94], le modèle des skyrmions associé à limite basse
énegie de QCD [Oka87].
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Symétries des modèles de fermions en interaction
pour les noyaux N=Z
Ainsi que nous venons de le voir dans le précédent chapitre, les méthodes de la théorie
des groupes offrent une perspective attrayante pour élucider le comportement des systèmes à
N-corps et en particulier celui du noyau atomique. Dans ce contexte, outre les formalismes
IBM que nous avons discutés et qui s'intéressent à l'aspect collectif, l'utilisation des algèbres
de Lie pour générer la spectroscopie est également répandue dans les descriptions
fermioniques [cf. article de synthèse Cas93-chapitre 7] : la structure de base du champ moyen
nucléaire, à savoir un oscillateur harmonique tridimensionnel isotrope, est par exemple
invariante sous les transformations d'un groupe (7(3) [Wyb74-chapitre 20]. De même, les
interactions résiduelles d'appariement entre nucléons identiques et de type quadrupolaire sont
respectivement rattachées à des algèbres SU(2) [Rac43] et 5(7(3) [EU58]. L'étude présentée
ici s'inscrit dans cette même logique de recherche d'une classification algébrique des
hamiltoniens du modèle en couches mais plus spécifiquement pour les noyaux lourds N = Z
où les orbites actives sont essentiellement pj"Si2g9/Z. En réalité, nous nous concentrerons sur
une extension de la symétrie spin-isospin 5(7(4) de Wigner, connue pour constituer un bon
schéma d'approximation dans les noyaux légers et dont les principales caractéristiques
mathématiques et physiques seront tout d'abord rappelées. Le prolongement aux systèmes
lourds, basé sur la notion de pseudo-spin, sera ensuite exposé et sa validité discutée au regard
de la structure des états réalistes et des transitions Gamow-Teller.
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Invariance en spin-isospin de Wigner
O Présentation mathématique
Quelque temps après l'introduction de la symétrie d'isospin en physique nucléaire par
Heisenberg [Hei32], Wigner et Hund ont indépendamment proposé une généralisation
consistant à incorporer les degrés de liberté de spin [Wig37, Hun37]. Plus précisément, en
notant sf et t^ {ll =-1,0,1) les composantes standard des observables de spin et d'isospin
de chaque nucléon a, leur modélisation du noyau repose sur un hamiltonien commutant non
seulement avec l'isospin total TM =]_>J,a) mais aussi avec le spin total SM =£^a) et avec le
« adouble vecteur de type Gamow-Teller YM v=^s^t^ :
a
[H'S,HH'TpHH'YpA =0 (2.1)
Sur le plan algébrique, les 15 composantes {s^T^Y^} forment par ailleurs les
générateurs d'un groupe 5(7(4) noté plus précisément SUST(4) pour bien indiquer l'espace de
réalisation. Dès lors, tout hamiltonien H vérifiant (2.1) admet des états propres qui,
conformément aux arguments généraux du chapitre précédent, sont caractérisés chacun par
une représentation irréductible [A„A2,A,] de ce groupe SUST(4). De plus, les 2 premiers
commutateurs de (2.1), reliés à l'invariance sous les groupes SUS(2) et SUT(2) des rotations
dans les espaces de spin et d'isospin, entraînent la pertinence des nombres quantiques SMS et
TMT dans la caractérisation des vecteurs propres de H. Enfin, l'insensibilité aux rotations
d'espace générées par le moment cinétique total "j\ =LM +5^, LM étant le moment orbital,
oblige nécessairement Hà commuter avec /„ et donc avec L^ de sorte qu'il y a également
conservation de LML. En résumé, les états propres de n'importe quel hamiltonien H avec
symétrie spin-isospin SUST(4) s'écrivent donc :
|W,[A„A2,A,] ,a,LML,SMs,TMT) (2.2)
où West le nombre de particules et où a désigne les labels qui permettent de compléter la
caractérisation orbitale des états. Le formalisme SUST{4) permet ainsi de rassembler dans une
même représentation plusieurs multiplets d'isospin et c'est pourquoi, on donne souvent le nom
de supermultiplet à la RI [A;,A2,AJ] même si cette terminologie est ici sans rapport avec la
supersymétrie et le modèle IBFM où elle est également employée (cf. chapitre 1)
Au niveau du modèle en couches, la structure SUST{4) apparaît en fait dans toute
décomposition algébrique séparant les degrés de liberté orbitaux et de spin-isospin des
différents nucléons, soit :
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U(4Q)z> UL{Q) ® Usr(4) =>UL(£2)® SUST(4) =>... =d SOl{3) ® SUS(2) ® SUT(2)
[**•] [U-Jo] [U-JA W>K%] « LML SMS TMT
(2.3)
où :
> Q = V (21 + /) estla dégénérescence orbitale del'espace devalence
> (7(4X2) est le groupe unitaire généré par les produits a*an (nnn2 = 1 —> Nombre
d'états individuels, c'est-à-dire 4Q) et dont les représentations antisymétriques [1^ \
supportent chacune l'ensemble des états à nombre déterminé Wde particules (cf. chapitre 1)
> UL{Q) et UST(4) sont les groupes engendrés respectivement par les opérateurs
multipolaires suivants :
-iL,S=0,T=0
1ml,ms=o,mt=o[ai,, 1/2.1/2 ® ai2,l/2,l/2 J
et XV27T7 [al,l2JI2 ®âul2JI2^
l,.l2,L,ML
Conformément aux résultats généraux du chapitre précédent, leurs RI sont de plus définies par
des schémas de Young comportant au maximum Q lignes pour UL(Q) et 4 lignes pour
UST(4) ce qui justifie donc la notation introduite dans (2.3). Par ailleurs, pour respecter
l'antisymétrie globale, ces représentations sont nécessairement liées : par exemple, si le
vecteur d'état est symétrique dans une permutation orbitale des particules [représentation à 1
ligne de UL(Ù)], il doit forcément être antisymétrique en spin-isospin [représentation à 1
colonne de UST(4)]. De façon plus générale, on peut en fait prouver [Ham62-chapitre 7] que
les schémas [/;,..., f4] et [/y,-..,/^] doivent être conjugués, c'est à dire que l'un s'obtient à
partir de l'autre en échangeant lignes et Colonnes. (Pour une statistique de bosons, il faudrait au
contraire que les RI soient identiques afin de préserver le caractère totalement symétrique). Par
conséquent, on a donc :
'f<a (2.4)
En outre, comme les invariants linéaires de chacun des groupes U{4Q), UL(Q) et UST(4) sont
tous égaux à l'opérateur nombre de particules, les schémas de Young associés aux
représentations de ces groupes sont caractérisés par le même nombre de cases et donc :
f1+f2 + f3 + f4 = w (2.5)
Dès lors, le supermultiplet [A;,A2,A5] se déduit facilement de la réduction U(N)^) SU(N)
donnée au chapitre précédent :
An=/„-/;,(n = /->3) (2.6)
Tous les labels /„,/„ peuvent ainsi finalement s'obtenir à partir des nombres quantiques
SUST(4) qui acquièrent par ce biais un sens, physique en tant qu'indicateur de la manière dont
l'antisymétrie totale est distribuée sur les espaces orbital et de spin-isospin.
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A titre d'exemple de la classification SUST(4), nous avons considéré ci-dessous le cas
d'une couche sd où toutes les limites orbitales permettant d'assurer la réduction de UL{Q) dans
SOL{3) sont connues du modèle IBM-1 :
U(24) 3 UL(6)
UL{5) d SOL(5Y
SUL(3) l=)SOL(3) m
[SOL(6) 3 SOL(5)
' [UST{4) => SUST(4) z> SUS(2)® SUT(2)] (2.7)
La caractérisation qui en résulte alors pour 1 et 2 nucléons est alors donnée dans le tableau
(2.1) ci-dessous :
Nombre de
nucléons
Ride
UL(6) Moment orbital L
Ride
SUST(4)
Spin / isospin
(S,T)
1 m 0{s),2(d) in (1/2,1/2)
2
m 0(s2,d2),2(sd,d2),4(d2) [U] (0,1),(1,0)
[U] l(d2),2(sd),3(d2) [2] (0,0),(1,1)
Tableau (2.1) : Classification SUvr(4) des états à 1 et 2 particules dans la couche sd.
Energétiquement, le caractère attractif à courte portée de l'interaction nucléaire
résiduelle entraîne par ailleurs que les différents supermultiplets se rangent selon le degré de
symétrie qu'ils confèrent à la partie orbitale du vecteur d'état. En adoptant une idéalisation de
cette interaction, c'est-à-dire une force -V0S(r, -r2) (V0> 0), on prouve en effet facilement
que pour 2 particules dans une même couche demoment orbital / [Tal93-chapitre 11] :
l2[2] ,LMUSMS,TMT\ - Vo<5(r, -r2) 112[2] ,LML,SMS,TMT) =0 (2.8)
Intuitivement, un tel résultat se comprend aisément dans lamesure où 2 nucléons placés dans
une configuration spatiale antisymétrique ont une probabilité nulle de se trouver au même
point. Au contraire, un couplage orbital symétrique autorise ledéveloppement des corrélations
attractives et conduit ainsi à un élément de matrice négatif. En définitive, la représentation
[/,/] de SUST(4) est donc energétiquement favorisée pour un système de 2nucléons. Dans le
cas d'un plus grand nombre de particules, une argumentation similaire peut également être
menée via l'introduction d'un opérateur de Majorana Mqui mesure le degré de symétrie
orbitale du vecteur d'état auquel il est appliqué [Tal93-chapitre 29] :
M=Y*pai où pal échange les degrés de liberté orbitaux des particules aet fi (2.9)
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L :
n(n —/)
=> M \W) = ±— -\W) selon que \W) est totalement symétrique ou
antisymétrique dans l'échange spatial des particules
Vis à vis du formalisme SUST(4), cet opérateur s'avère en fait particulièrement intéressant
dans la mesure où l'antisymétrie globale permet de l'exprimer à l'aide de l'invariant
quadratique C2[SUST(4)] [Tal93-chapitre 29] :
m^-;*W| (2.10)
Par conséquent, tous les états du modèle de Wigner diagonalisent M et la valeur propre
associée est ainsi une estimation quantitative du degré de symétrie spatiale contenu dans
chaque RI de 5(7sr(4). Il en résulte donc que le supermultiplet de plus basse énergie s'obtient
en maximisant cette valeur propre de M, c'est-à-dire en minimisant l'opérateur de Casimir
C2[5C/sr(4)] à l'intérieur des représentations [A;,A2,Aj] qui contiennent des isospins 77
compatibles avec la composition proton-neutron du système, soit T > \N- Z\/2. Le résultat
d'une telle analyse est précisément donné dans le tableau (2.2) suivant [Tal93-chapitre 29].
Type de noyau (N,Z) Supermultiplet
energétiquement favorisé
Pair-Pair [Tm,Tm]
Impair-Impair
N = Z [U]
NïZ [Tm+l,Tm,l]
Pair-Impair [Tm+l/2,Tm-l/2]
Impair-Pair [Tm+l/2,Tm +1/2,1]
Tableau (2.2) : Représentations irréductibles fondamentales du groupe 5(7iT(4). Tm désigne
r^,"••>«.-.;;; ..»-;.*)iiljy;i: 7u ^yV.C^t-":. :'•'-"': .7', ---|;v .',':/'_'.'
© Conséquences physiques et validité
a- Position relative des niveaux dans les noyaux N=Z impair-impair
Commenous venons de le voir, l'état fondamental 5(75r(4) des systèmes impair-impair
à nombres égaux de protons et de neutrons est décrit par le schéma de Young antisymétrique
[/,/] dont la réduction en spin-isospin contient par ailleurs les couples (S,T) = (0,1), (1,0).
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Pour de tels noyaux, l'approche de Wigner prédit donc une dégénérescence des niveaux
isoscalaire et isovectoriel de plus basse énergie. Dans la réalité, la présence de 2 états
d'isospin T=0 et T=l proches en énergie est bien observée mais avec un écart en général
non négligeable, comme l'atteste la figure (2.1) ci-après. Signalons en outre que la position
relative de ces niveaux change en fait à partir du passage dans la couche fp mises à part les 2
exceptions que constituent les noyaux de^CZ et de58Cu .
Figure (2.)
isoscalaire
AE(MeV)
26 30 34 38
Masse dunoyau
42 46 50 54 58 62
} : Evolution avec la masse de l'écart AE = E(T = 1) - E(T = 0) entre les niveaux ;
et isovectorielle de plus basse énergie dans les noyaux N = Z impair-impair.
Une brisure de la symétrie spin-isospin apparaît donc ainsi clairement. Cependant, il est
important de réaliser que la caractérisation SUST(4) des états nucléaires peut tout de même
conserver sa pertinence dans la mesure où la seule analyse des niveaux d'énergie ne permet
pas d'exclure que cette brisure aituncaractère dynamique.
b- Singularité demasse le long de la ligne N=Z
Expérimentalement, il a depuis longtemps été constaté que dans chaque chaîne
isobarique, le noyau N=Z est plus lié que les autres [cf. article de synthèse Zel96]. Ce
comportement anormal se traduit en particulier dans les formules de masse semi-empiriques
par l'addition d'un terme de Wigner purement phénoménologique, et paramétré selon [Zel96] :
B (N,Z) = W(A)\N-Z\Wigner (2.11)
En outre, les singularités de la ligne N=Z se manifestent également dans les doubles
différences de masse ÔVnp, initialement introduites pour estimer l'intensité moyenne de
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l'interaction neutron-proton et données dans le cas d'un noyau pair-pair par l'expression
suivante [Zha89] :
ôVnp(N,Z) =^ {[B(N,Z)-B(N,Z-2)]-[B(N-2,Z)-B(N-2,Z-2)]} (2.12)
(B désigne l'énergie de liaison)
L'évolution de cet indicateur dans la couche sd est précisément représentée sur la figure (2.2)
suivante où la spécificité N = Z apparaît alors clairement en se manifestant par une brusque
augmentation de la valeur absolue de SVnp. Signalons que ce résultat est en fait observé de
façon générale [Van95] avec seulement une légère différence pour les systèmes de masse
impaire où la discontinuité de SV est logiquement déplacée en N = Z±1 selon que N est pair
ou impair.
Figure (2.2) : Histogramme tridimensionnel représentant la double différence de masse SVn
en fonction de N et Z pour les noyaux pair-pair de la couche sd où les masses mesurées
permettent le calcul de SV .
Une connexion entre les 2 visions des anomalies de masse a par ailleurs été proposée par
Satula & al [Sat97] en suggérant d'estimer le coefficient W(A) du terme de Wigner par
l'amplitude de la singularité de SVnp :
w(A)~KÀà.j AA_?SV.l,p\2 2
(Cas où le noyau N = Z est pair-pair ; les autres situations sont traitées dans [Sat97])
C'est ainsi que l'on peut facilement observer une décroissance de W(A) avec la masse
conformément avec la loi approximative [Sat97] :
W(A)~aw/A
iSVj^+2,-
np[ 2 2j (2.13)
(2.14)
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Dans le cadre du modèle SUST(4), il est en réalité aisé d'estimer SVnp si l'on considère
comme précédemment que les énergies sont données par la valeur propre de l'opérateur de
Casimir C2[SUST(4)]. Compte tenu des règles du tableau (2.2) déterminant le supermultiplet
fondamental et de l'expression (1.75) du chapitre 1, il vient en effet toujours pour un noyau
pair-pair :
> SiN = Z
W,MS =^ [{C^sr(4)\00] -{C2[SUST(4)])[U]
-(C2[SUST(4)])[!J] +(C2[SUST(4%
0} = -10 (2.15)
> Si N ï Z :
SV(N,Z) = -
41
hl^M\rM-{c2[suMl
-(C2[5(/5r(4)]) !] +{C2[SUST(4)]) = -2 (2.16)
En conséquence, la spécificité de 5Vnp en N =Z est donc contenue dans la symétrie SUST(4)
de Wigner. De nouveau, un tel résultat se généralise facilement aux autres types de noyaux
[Van95] et on peut de plus montrer schématiquement que la singularité se détruit avec la
brisure explicite (c'est-à-dire demanière non-dynamique) de SUST(4) [Van95]. En définitive,
tous ces points amènent ainsi à considérer que l'importance anormale de la double différence
de masse le long de la ligne N = Z constitue une signature du degré d'invariance de
l'hamiltonien sous le groupe SUST(4). Dans ce contexte, une simple observation de la figure
(2.2) met alors nettement en évidence une diminution de la validité de l'approximation
SU5r(4) au fur à mesure que la masse augmente.
Pour en avoir une plus nette confirmation, nous avons effectué une comparaison de
l'évolution de l'estimateur SVnp dans différentes approches basées sur une évaluation plus
réaliste des masses nucléaires grâce à la formule de Weizsâcker. Plus précisément, les 3 cas
suivants ont été envisagés :
> W0 : Démarche habituelle consistant à prendre en compte des termes de volume
(avA), d'asymétrie [aa(N-Z)2/a), de surface (asA2/3), de répulsion
coulombienne (acZ2/A1/3) et d'appariement entre nucléons identiques
(apS(A)/A3/4 avec 8(A) =1,0,-1 pour les noyaux pair-pair, de masse impaire
et impair-impair).
> Wj : Ajout d'une énergie de Wigner aw \N - Z\/A [cf. (2.11) et (2.14)]
> W2 : Introduction du formalisme SUST(4) par l'intermédiaire de la valeur propre
(C2[SUST(4)ty de l'invariant quadratique dans le supermultiplet fondamental.
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En outre, pour inclure une vraisemblable dépendance avec la masse A, une
pondération de cette valeur propre par une puissance Ar est également
considérée. Enfin, comme il est possible de mettre en évidence (cf. paragraphe
III-1 du chapitre 3) que les corrélations de la symétrie 5(75r(4) ont une
composante d'appariement, le terme apS(A)/A3/4 également lié au
comportement superfluide du noyau a été supprimé.
Signalons encore que dans tous les -cas, les paramètres sont déterminés par une procédure
standard d'optimisation linéaire utilisant l'ensemble des masses mesurées expérimentalement
et qui sont données dans la référence [Aud93].
A l'examen des résultats présentés sur la page suivante, il apparaît bien que seule la
formule de masse W2 incluant les effets SUST(4) est en mesure de reproduire le comportement
anormal de la double différence de masse SV en N = Z. De plus, le coefficient y de
dépendance en masse est trouvé positif et traduit donc quantitativement le résultat annoncé
auparavant, à savoir une brisure de la symétrie SUST(4) d'autant plus importante que le noyau
est lourd. Il faut également noter que dans la parametrisation W2, l'écart moyen entre l'énergie
de liaison calculée et celle mesurée diminue d'environ 600 KeV par rapport à la formule
standard W0. On pourrait alors penser que cette amélioration provient de l'utilisation d'un
paramètre supplémentaire. Cependant, si la loi de variation de l'énergie SU^(4) avec la masse
Aest fixée à y =0.5, comme on le fait dans le terme habituel ap S(A)/A3/4 où l'exposant 3/4
n'est pas justifié microscopiquement, les résultats demeurent similaires : la déviation moyenne
reste égale à 2.88 MeV et le comportement de SVnp est inchangé. Enfin, la comparaison entre
le terme phénoménologique de Wigner (W, ) et la contribution SUST(4) (W2) est clairement
en faveur de cette dernière. En effet, l'erreur moyenne y est plus faible avec le même nombre
de paramètres et les anomalies de SV sont bien maximales en valeur absolue avec la symétrie
SUST(4) alors qu'elles sont minimales avec le terme de Wigner. En définitive, il semble donc
que l'énergie de Wigner ne soit pas correctement représentée par les relations (2.11), (2.14) et
qu'elle puisse être incluse avec l'appariement entre nucléons identiques dans un terme reflétant
la symétrie spin-isospin SUST(4).
Depuis la mise en évidence des anomalies de masse à nombres égaux de protons et de
neutrons, plusieurs origines physiques avaient déjà été proposées. C'est ainsi que par calcul de
la singularité W(A) de SV dans le contexte du modèle en couches, le rôle essentiel de
l'interaction résiduelle isoscalaire a pu être isolé [Bre90, Sat97]. Plus récemment, une
explication via des corrélations en quartets à aussi été avancée [Has99]. Tous ces précédents
résultats sont en réalité cohérents avec l'interprétation ici proposée : en effet, l'opérateur
C2[5(7sr(4)] possède des éléments de matrice non nuls dans l'ensemble des voies isoscalaires
[cf. tableau (2.2) pour la couche sd] et nous montrerons ultérieurement dans un cas particulier
(cf. chapitre 3, paragraphe 1-4) que l'état fondamental d'un noyau à la limite SUST(4) se
caractérise par un condensât de particules a.
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W„ : Formule de Weizsacker standard
B(N,Z) = avA + aa (N-Z)2 + a.A +a + a 8(A)
c A113 P A314
av = 15.47 MeV
aa = -22.68 MeV
as = -16.74 MeV
a = -0.70 MeV
ap = 19.49 MeV
Déviation standard
moyenne :
3.46 MeV
Wj : Formule de Weizsacker augmentée d'un terme de Wigner
B(N,Z) = avA + aa
av = 15.76 MeV
aa = -23.88 MeV
as= -17.91 MeV
a =-0.71 MeV
ap = 20.74 MeV
a = 28.45 MeV
^2 72
•+ aA213 +a(N-Z)2 , -A2I3 , _ -Za v_ <5(A) \N-Z\
Déviation standard
moyenne :
3.22 MeV
ç^113 +Clp ^3/4 +ClW .
W, : Formule deWeizsacker avec appartement remplacé parun terme SUsr(4)
(N-zy _A2I3. zB(N,Z) = avA + aa
2 2
+ a.A2'3 +a„—rrT + a
av = 15.22 MeV
aa = -13.99 MeV
as = -16.27 MeV
a,. = -0.67 MeV
asu{4) = -0.58 MeV
y = 0.52
Déviation standard
moyenne :
2.88 MeV
C2[SUST(4)])
c A1I3 ' "SU{4) AY
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Remarques :
i) De plus amples détails concernant la formule de masse W3 avec symétrie SUST(4)
pourront être trouvés dans la référence [Van97]. Enfin une généralisation aux hypernoyaux,
basée sur algèbre SUFS(6) incluant les degrés de liberté de saveur et de spin des hadrons, a
également été proposée [Lev98].
ii) Historiquement, la sensibilité des masses nucléaires à la symétrie spin-isospin
5f/5r(4) a tout d'abord été évaluée! l'aide d'une autre combinaison que la double différence
SVnp . Proposée par Franzini et Radicatti [Fra63], cette combinaison est néanmoins apparue
peu sensible à la brisure de SUST(4) de sorte qu'elle ne constitue pas un test critique du
modèle de Wigner.
c- Transitions Gamow-Teller
A l'ordre le plusbas, l'opérateur responsable des transitions Gamow-Teller de décroissance fi
est donné par [Boh69] :
TjiGT*) =2gX#)& =2gaY^±I (2.17)
a
oùles signes ±s'appliquent respectivement aux radioactivités fi± et où ga désigne la constante
de couplage pseudo-vectorielle (ga =1.267). En dehors des règles de sélection AI =0,1
(J = (?->/= 0 interdit), AT = 0,1 et Az = 0 (il étant la parité) qui se déduisent de (2.17), le
fait que J^GT*) soit un générateur de l'algèbre SUST(4) implique également que des états se
transformant selon des représentations irréductibles différentes de ce groupe ne peuvent être
connectés. Il en résulte donc en particulier que la décroissance fi+ Gamow-Teller d'un noyau
impair-impair N = Z-2 vers un noyau pair-pair N = Z est interdite à l'approximation
SUST(4) puisqu'elle ferait passer du supermultiplet [2,1,1] à la représentation [0] [cf. tableau
(2.2)]. Au contraire, la transition d'un système pair-pair N = Z-2 vers un noyau impair-
impair N = Z est permise puisque les RI mises en jeu dans les 2 cas sont [1,1]. Ces différents
points sont résumés sur le schéma ci-dessous.
r
A=4n
Z=2n+1
[1,1]
X N=2n-1 [0]
A=4n y
Z=2n l N=2n
J 3
J2
J*J1
0+
[1,1]
A=4n+2 y
Z=2n+2 A N=2n
[1,1]
A=4n+2 y
Z=2«
l+2
1*1
2n+l
Afin de tester la validité du schéma SUST(4), le comportement en "zigzag" qu'il prédit pour la
somme des probabilités de ces transitions T = 1-*T = 0 est comparé aux valeurs
expérimentales [Fir96] sur la figure suivante (2.3). On constate alors immédiatement que les
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oscillations attendues sont bien présentes, mais qu'elles disparaissent progressivement avec la
masse révélant ainsi une nouvelle fois l'inadaptation du formalisme SU^(4) aux noyaux
lourds. Il faut tout de même préciser qu'on ne peut exclure qu'une partie des désaccords puisse
s'expliquer par une inadéquation entre les transitions prises en compte pour l'évaluation de la
probabilité totale. Il en effet possible que certaines décroissances considérées dans le calcul
SUST(4) n'aient pas été mises en évidence et réciproquement que les données expérimentales
incluent des états qui n'appartiennent pas aux supermultiplet favorisés (ce cas de figure
s'adresse plus particulièrement à la transition vers un noyau pair-pair pour laquelle une grande
fragmentation en énergie est souvent observée).
6
5 !
4 r
3 |-
2 j
1 ;
B(GT)
10 15 20 25 30 35
-0— Exp.
-a— suST(4)
4 g Masse A
Figure (2.3) : Evolution avec la masse de la probabilité totale de transition Gamow-Teller (en
unité g2/4n) pour la décroissance fi' vers un noyau N=Z. Les valeurs mesurées ainsi que
celles du modèle SUsr(4) de Wigner ont été représentées. En outre, les transitions vers les
noyaux doublement magiques ,6H08 et %Ca20 sont exclues dans la mesure où le noyau impair-
impair de départ se caractérise par des protons et neutrons n'occupant pas la même couche
majeure. En conséquence, la décroissance /T fait alors appel à des corrélations / tuo non
Kll3CÏeK0Kffi 7V?:i;7r/#î;:
d- Conclusion
L'ensemble des résultats qui viennent d'être présentés montrent sans ambiguïté que la
caractérisation SUST(4) des états nucléaires est d'autant moins valable que le noyau est lourd.
En réalité une telle évolution s'explique aisément par l'influence grandissante avec la masse du
potentiel spin-orbite qui mélange les supermultiplets à cause de son commutateur non nul
avec l'observable de spin. En outre, la répulsion coulombienne brise également l'invariance
sous le groupe SUST(4) et il peut aussi en être ainsi pour l'interaction résiduelle : à titre
d'exemple, les contributions d'appariement n'ont la symétrie spin-isospin que si elles sont
également intenses dans les voies isovectorielles et isoscalaires (cf. paragraphe III-1 du
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chapitre 3). Par contre, l'interaction quadrupolaire d'Elliott conserve les représentations de
SUST(4) en levant dynamiquement la dégénérescence orbitale à l'intérieur de chacune d'elles,
par construction d'une bande rotationnelle [E1158]. De manière plus complète, l'interaction
"delta" de surface (SDI) [Gre65, Arv66], définie par V= -Ar<5(r7 - r2)S(r, -R0) +BT(R0 étant
le rayon du noyau et AT, BT des constantes spécifiques à chaque voie d'isospin T) et qui est
connue pour constituer une bonne approximation des hamiltoniens résiduels réalistes, ne
préserve pas en général la classification SUST(4) mis à part le cas où les intensités AT sont
identiques dans les canaux T = 0 et T = 1.
Quantitativement, une étude directe de la validité du schéma SUST(4) a par ailleurs été
effectuée par Vogel & Ormand [Vog93] en analysant le recouvrement de l'état fondamental du
modèle en couches avec le sous-espace irréductible SUST(4) de plus basse énergie. Leurs
résultats sont résumés dans le tableau (2.3) ci-dessous et confirment en fait l'analyse
précédente en montrant l'impossibilité d'utiliser le modèle des supermultiplets de Wigner dans
sa version originale au delà de la couche sd.
20Ne: 87 18F: 95
24Mg: 51 22 Na: 70
Couche sd 28 Si: 32 26Al: 70
32S: 30 30P : 56
36 Ar: 55 34 Cl : 66
40 Ca: 75 52 Ca: 18
^Ca: 50 54Ca: 25
Couche fp ^Ca: 30 56Ca: 40
48 Ca: 20 58Ca: 65
50 Ca: 19
Tableau (2.3) : Proportion du vecteur d'état associé au niveau fondamental du modèle en
couches qui se transforme selon la RI energétiquement favorisée de SUsr(4)
II - Extension aux noyaux lourds par utilisation du pseudo-spin
O Aspects généraux
Pour commencer, considérons l'hamiltonien h du champ moyen nucléaire dont on sait
qu'il est constitué dans une large approximation d'un oscillateur harmonique tridimensionnel
augmenté d'un potentiel spin-orbite attractif -Vsol.s (Vso>0) afin d'associer chaque
fermeture de couche à l'un des nombres magiques observés. En outre, une interaction orbite-
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orbite - VJ2 (Vm) >0) est également nécessaire pour stabiliser les états de haut moment
orbital de façon à se rapprocher des résultats obtenus avec un potentiel moyen plus réaliste de
type Wood-Saxon :
d2 1 -h= --• +-mco2r2 - Vso l .s - VJ2
2m 2 io
(2.18)
où mest la masse des nucléons (supposée identique pour protons et neutrons) et où (o désigne
lapulsation de l'oscillateur. Pour Vso = Vpo =0, le spectre de cet hamiltonien moyen exhibe en
fait un certain nombre de dégénérescences bien connues et qui s'expliquent formellement en
terme d'une symétrie U(3) [Wyb74-chapitre 20]. La combinaison VS0=4Vm présente
également un intérêt particulier dans la mesure où elle permet de restaurer dans les orbites
individuelles un certain degré de dégénérescence qui définit précisément la symétrie de
pseudo-spin. Pour le mettre en évidence, considérons la transformation unitaire d'hélicité A
définie par :
A = 2i s-P
P
(2.19)
Compte tenu des propriétés des matrices de Pauli, on montre alors assez facilement [Van98]
que les observables de moment cinétique ï, s et j sont respectivement modifiées en :
Ainsi
Aï A+ =A+ ïA=J+2s -^(s.p)
AsA+=A+sA =-s+^(s.p)
AjA+=A+jA = j
Al2 A+ = A+l2A = l2+4Ï.s-2h2
As2 A+= A+ s2 A
AÏ.s A+ = A+ î.s A = -Ï.s -h2
•s2
(2.20.a)
(2.20.b)
(2.20.C)
(2.21.a)
(2.21.b)
(2.2 Le)
Par conséquent, chaque orbite \N,l,s,j,m) du spectre de l'hamiltonien (2.18) se transforme
donc sous l'effet de A en une superposition d'états \N',l',s',j',m') avec :
l'=l± /selon que j = l±l/2 , s'=s = 1/2 , /= j et m'= m (2.22)
Au niveau du nombre de quanta d'oscillations la situation est en revanche nettement plus
complexe dans lamesure où le calcul de AN/C introduit une non-localité [Blo95], mais qui
confère néanmoins un rôle majoritaire à lacouche majeure N'=N+1 dans ladécomposition
du vecteur A\N,l,s,j,m) [Blo97]. On peut alors introduire un opérateur O assurant la
projection sur cette seule valeur N'=N + 1 et définir ainsi une nouvelle transformation
unitaire U = OA telle que :
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U\N,l,s,j,m) = N,ï,s,j,m) = N + l l + ll-l s ,J 1+ 1/21-1/2 m (2.23)
Dans ces conditions, toutes les états \N0,l0,s0,j0,m0) avec j0*N0 +l/2 peuvent donc être
considérés comme l'image d'une autre couche et admettent par ce biais une désignation en
termes des pseudo-nombres quantiques N,l,s,j,m conformément à la relation ci-dessous. Une
illustration d'un tel processus est en plus montrée sur la figure (2.4) de la page suivante.
\*l<0'',o>so>Jo>mo) N = N0-1 , l
l0+l
j ' so S ,J = Jo =
\l0+l/2
\l0-l/2' m = m,o (2.24)
Enfin, il est important de préciser que les égalités (2.20.a-c), (2.21.a-c) conservent toujours
leur validité lorsqu'on remplace A par U et fournissent par voie de conséquence, l'expression
des pseudo-moments cinétiques l =U ÏU+, s=UsU+,J = UjU+ auxquelles sont
rattachés les labels l,s,j,m . En outre, la loi (2.23) confère à l'opérateur pseudo-nombre de
quanta la forme N = UNU+=N-1 qui permet d'achever la réécriture du champ moyen
nucléaire (2.18) à l'aide des pseudo-observables :
h=Mol N+| \-(4V(10-Vso) ÎJ-VJ2+hC0 +Vsa-2Vl>c (2.24)
Pour Vsa = 4V00, la disparition du pseudo-couplage spin-orbite implique alors les
dégénérescences annoncées au départ et qui apparaissent donc précisément entre les orbites
- - . - \ - ~ \(l,j =1+1/2)
N,l,s,j,m) avec j = l ±1/2, c'est-à-dire dans les doublets < de chaque1 {(l'=l +2,f=V-l/2)
couche majeure.
Historiquement, la notion de pseudo-spin a tout d'abord été introduite en 1969 pour
s'accomoder de l'observation de doublets d'orbitales quasi-dégénérées (Hecht & Adler
[Hec69], Arima & al [Ari69]). Des calculs de type champ moyen relativiste [Bah92] ont par la
suite permis de retrouver approximativement l'égalitéVm = 4Vm dont l'origine microscopique
réelle a finalement été mise en évidence par Ginocchio [Gin97, Gin98]. Son étude montre en
effet que les observables de pseudo-spin sont la limite non-relativiste des générateurs d'une
symétrie SU(2) qui laisse invariante l'hamiltonien de Dirac en présence de potentiels scalaire
et vectoriel égaux en valeur absolue mais de signes opposés, ce qui semble de plus être une
caractéristique universelle de toutes les théories nucléaires relativistes [Ser86, Coh91]. En
outre, les transformations mathématiques permettant de passer des orbites aux pseudo-orbites
ont également fait l'objet de nombreux travaux initiés par Bohr & al qui proposèrent d'utiliser
l'opérateur 2i s.r/r [Boh82]. Une généralisation visant également à réaliser correctement la
modification de l'état radial a ensuite été proposée par Castanos & al [Cas92] et enfin, les
études microscopiques dont il vient d'être question [Blo95, Gin98] ont mis en exergue la
pertinence de la transformation que nous avons utilisée. Précisons encore que sur le plan
pratique, le concept de pseudo-spin a déjà été appliqué pour élucider la structure de noyaux
déformés [Boh82] et superdéformés [Dud87], mais aussi pour expliquer les bandes identiques
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[Naz90, Mott91] ou encore pour élaborer un schéma de couplage effectif dans le cadre du
modèle en couches [Tro95].
2P 1/2
Ir!5'2LV 3/2
1 f7/2
ld
2s
ld
3/2
1/2
5/2
1 P 1/2
1P3/2
1 S 1/2
\n,l,j) n =
2s
ld
Ici
5/2
3/2
11? 3/2
'Pl/2
ls 1/2
r r, \
Couche pseudo sd
Couche pseudo p
Couche pseudo s
(l-l/2~\
Kl + l/2\n~h
,1 =
fl-n
v/ + ly
Figure (2.4) : Caractérisation en termes de pseudo-nombres quantiques des différentes orbites (
du spectre de l'hamiltonien de champ moyen nucléaire (2.18). n désigne le nombre quantique !
© Construction et examen critique d'une pseudo-classification de Wigner
De la même manière que les symétries de spin SUS(2) et d'isospin SUT(2) peuvent
être combinées pour former l'invariance 5(7^(4), il est tout à fait possible d'effectuer une
opération similaire en utilisant les opérateurs de pseudo-spin à la place de ceux de spin. On
aboutit alors àune pseudo-symétrie de Wigner, notée SUy(4) ou pseudo-5(7sr(4) [Str72] et
sous laquelle un hamiltonien H sera invariant s'il vérifie, conformément à (2.1), les relations
de commutation suivantes :
H>I.'V = *__>? H,^X] = 0 (2.25)
A titre d'exemple, le champ moyen (2.18) avec Vso = 4V00 respecte chacune de ces conditions.
Mathématiquement, l'algèbre SU-T(4) est donc rigoureusement identique à celle du groupe
SUST(4) de sorte que l'ensemble de la discussion du paragraphe 1-1 demeure valable en termes
de pseudo-nombres quantiques. C'est ainsi que les états propres d'un hamiltonien respectant les
contraintes (2.25), seront désignés sous la forme N,\X1,X2,À3],â,LML,SMs,TMT) où
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A;,A2,Aj caractérise les RI de 5(7- (4) et où LML,SMS résultent du couplage des pseudo
moments orbitaux et de spin de chacun des nucléons. Il faut de plus préciser que du point de
vue énergétique, le pseudo-supermultiplet fondamental est toujours donné par les règles du
tableau (2.2) à cause du développement essentiellement en surface des corrélations entre
nucléons. Il en résulte en effet que les éléments de matrice de l'interaction résiduelle ne sont
pas vraiment sensibles à la structure radiale de l'état et ainsi le problème de ^particules dans
une pseudo-couche est approximativement identique à celui de 3Vparticules dans une couche
normale. Cette équivalence est en fait rigoureusement valable pour une interaction de surface à
portée nulle qui est connue pour constituer une idéalisation raisonnable de l'hamiltonien
résiduel réel.
Pratiquement, la validité de la classification SU, (4) requiert au minimum que l'espace
de valence coïncide avec une pseudo-couche majeure. Dans ce contexte, une possibilité
d'application réside dans les noyaux N ~Z situés juste au delà du Nickel 56 et pour lesquels
les orbites actives dominantes sont précisément celles de la couche psçxxdo-sd, c'est-à-dire
pf5/2. De plus, la faible intensité du pseudo-couplage spin-orbite comparée à celle du couplage
réel, permet d'envisager une certaine pertinence de la limite SU. (4) malgré la brisure de la
symétrie de Wigner originale.
Pour en avoir une confirmation directe, nous avons effectué sur les noyaux de masse
A-60 une analyse similaire à celle réalisée par Vogel & Ormand dans la couche sd (cf.
paragraphe I-2-d de ce chapitre) en déterminant les sous-espaces irréductibles de SU. (4) qui
interviennent dans la structure des vecteurs propres obtenus par diagonalisation d'une
interaction réaliste [Van99]. Dans le cas ici considéré, l'hamiltonien résiduel utilisé comme
point de départ inclut l'orbite g9/2 et correspond à une matrice G avec monopoles ajustés
[Cau96]. Son utilisation dans le Gallium 62 a d'ailleurs fourni récemment d'excellents résultats
[Vin98]. En outre, l'usage de cette même interaction pour le système à 2 particules (5SCu)
montre que même si la couche g9/2 est importante pour l'obtention d'une spectroscopie
correcte, son intervention dans les états de basse énergie reste faible en étant typiquement de
l'ordre de 1% mis à part dans le niveau J = 0,T = 1 où elle atteint 8.5%. Par conséquent,
l'hamiltonien a ainsi pu être renormalisé à l'espace pseudo-sd par utilisation de la méthode de
projection [Bar75]. Le spectre obtenu avec cette nouvelle interaction de l'espace pf5/2
s'identifie en fait virtuellement dans sa partie basse énergie à celui calculé avec l'orbite g9/2.
De plus, comme on peut le constater sur les 2 pages suivantes ainsi que sur les résultats
présentés à la fin du chapitre 3, les niveaux d'énergie évalués s'accordent raisonnablement
avec les données expérimentales. Concernant plus spécifiquement la pseudo-classification de
Wigner, nous avons représenté ci-après dans le cas du 5SCu et du 60Zn, le recouvrement des
vecteurs d'état des premiers niveaux avec les 2 représentations energétiquement favorisées de
SU. (4). Par ailleurs, dans chacun des sous-espaces irréductibles, une analyse orbitale en
terme des RI du groupe 5(7.(3) a également été menée. (L'intervention d'une telle algèbre se
justifie par la classification (2.7) certes relative à une couche sd, mais qui reste valable pour la
couche pseudo-sa7 moyennant l'utilisation des pseudo-nombres quantiques).
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Il apparaît ainsi clairement que tous les niveaux de basse énergie présentent une large
composante dans le sous-espace 5(7^(4) favorisé. Signalons également que des résultats
similaires ont été obtenus pour le Cuivre 60 ou le Nickel 60 et en conséquence la validité de
l'approximation 5(7^(4) dans la région de masse considérée se trouve donc confirmée. Enfin,
pour tester la sensibilité des résultats à l'interaction utilisée, nous avons mené la même étude
en adoptant la parametrisation de Koops & Glaudemans [Koo77] basée sur une interaction
"delta" de surface. Même si des différences apparaissent dans les détails, le même degré
d'invariance de l'hamiltonien sous les transformations de SU. (4) est en réalité trouvé.
Tout comme le modèle de Wigner, l'approche pseudo- SUST (4) implique également un
certain nombre de conséquences physiques. Au niveau des masses en particulier, les
singularités prédites par le formalisme SUST(4) pour la double différence de masse SV en
N=Z (cf. I-2-b) demeurent inchangées dans le contexte de la symétrie pseudo- SUST (4)
Néanmoins, compte tenu du peu de masses mesurées dans la région de la couche pf5/2, aucune
confirmation expérimentale ne peut être apportée à ce jour.
Enfin, les transitions Gamow-Teller, dont nous avions vu qu'elles étaient contraintes
par la classification SUST(4) (cf. I-2-c), peuvent également être étudiées dans l'hypothèse
pseudo- SUST(4). L'analyse est toutefois compliquée par le fait que l'opérateur de transition
(2.17), Tll(GT±) =2gaYjS(pa)t("I), n'est pas un générateur du groupe SU. (4). En conséquence,
a 5r
le calcul des probabilités de transition nécessite maintenant le calcul explicite d'éléments
réduits de la forme :
W, *\>i j /\>-> f xLa , ÇLyLif Qjjfl 28a^a¥a) W,[A~';,A~'2)A~', ,â',L',S',J',T') (2.26)
et qui s'identifient avec les mêmes éléments dans la base SUST(4) pour l'opérateur transformé,
soit :
(^[A,A2,Aj,a,L)5,7,r||2gaX^(")|w-,[A';,A'2,A',],a',L',5')7',r) (2.27)
a '
Or en utilisant l'expression (2.20.b) du pseudo-spin, il vient :
7, A') , ,
(2.28)•*«)*(«) ____(aua), \32n YAQ ®s[a) .(«)
s(«)où X2.(0) désigne les angles polaires de l'impulsion p(a). Acause du facteur 1/3 qui précède
l'expression de départ s{a¥a\ on s'attend donc àune diminution de la probabilité par rapport
au cas SUST(4) avec par ailleurs un effet de déformation quadrupolaire précisément induit par
le second terme de (2.28). Atitre d'illustration, nous avons mené àson terme le calcul complet
de ^expression (2.26) dans le cas de la décroissance fi+ du f0Zn28 vers 5289Cu29 correspondant à
5V - 2 nucléons dans la couche pf5/2 [Van98] et dont la mesure a récemment été effectuée
[Jok98]. Les résultats obtenus sont consignés sur la figure (2.5) ci-après en terme des quantités
log(ft) reliées àl'élément réduit par ft= 5*ffj*\^ secondes [Bru77-chapitrel2].
m c { I T(GT) || ) 7;;;./
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Signalons encore que les calculs ont été effectués en supposant des structures orbitales
correspondant àla classification d'Elliott [E1158] étendue aux pseudo-couches [Limite 5(7.(3)1
soit avec la notation spectroscopique 2S+1L.;
'S,J =0,T =î) =
3D,J = 1,T= 0) =
3S,J = 1,T = 0) =J-
[7
9
s2;S,J =0,T =l}+
s2,S,J = l,T = 0 )+ A-
s2/D,J =l,T =0j±
d2,'S,J = 0,T = l
d2,S,J = l,T = 0)I
d2,D,J = l,T = 0
(2.29.a)
(2.29.b)
(2.29.c)
où les signes ± correspondent respectivement à des déformations oblate ou prolate.
Enfin pour comparaison, les valeurs dans l'hypothèse SUST(4) sont également mentionnées.
On constate alors immédiatement que seule la modélisation pseudo-SUST (4) est en mesure de
fournir une vision qualitative correcte de la décroissance fi dans la région A ^60, confirmant
ainsi les conclusions précédentes tant qu'à la pertinence de cette invariance comme point de
départd'une interprétation modèle en couches des noyaux du débutde l'espace pf5j2 g9/2.
Expérience
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58Zn30 ^n28
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n^**~"
4.3 _. 0.
58Cu
Formalisme SUST(4) Formalisme pseudo- SUsr (4)
('S)j =0,T =l ('s)y =o,r=/
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('d)j =i,t=o 3.3-3.7 (Jô)y =/,r=0
^1»
3.0 fc ('S)J =1,T =0 4.0 . ('*)'-*•••"•">
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Figure (2.5) : Schéma de décroissance Gamow-Teller du Zinc 58 en comparaison avec les
prédictions SUST(4) et SU,.(4). Dans tous les cas un facteur de "quenching" de \i0.6 a été
adopté [Cau95] et pour le calcul pseudo-SUST(4), les valeurs 3.3 et 3.7 dépendent
' respectivementde la liaïure pi'olate ou"ofalaie/cit.k dcfoniiatioïi(clV2,29„c) : ' '•
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1
Chapitre 3
Réalisation en boson des invariances de la ligne N=Z
L'appréhension des comportements collectifs du noyau dans le cadre des approches de
bosons en interaction (IBM) a déjà été abordée au chapitre 1 de ce mémoire pour illustrer la
notion de symétrie dynamique. Rappelons simplement que les modèles IBM constituent une
troncation du modèle en couches à des états formés de paires de nucléons de valence traitées
comme des bosons et se décomposant en général sur plusieurs orbites individuelles couplées à
des moments cinétiques caractéristiques du modèle. Le présent chapitre vise précisément à
décrire et à utiliser une de ces approximations appelée IBM-4 et adaptée aux noyaux N = Z
grâce à la prise en compte des 2 types de paires proton-neutron (T = 0 et T = 1) dans une
structure algébrique autorisant une classification spin-isospin de Wigner. Après avoir présenté
en détail le modèle et les symétries dynamiques auquel il peut donner naissance, l'accent sera
mis sur les possibilités de dérivation microscopique de l'hamiltonien à partir des techniques
classiques d'expansions en bosons ou par construction explicite des états de bosons dans le
modèle en couches. Deux nouveaux résultats seront finalement présentés concernant d'une part
le rôle joué par le potentiel spin-orbite dans la structure en paires des noyaux N = Z et d'autre
part la spectroscopie IBM-4 de l'espace pseudo-sd grâce à la diagonalisation complète d'un
hamiltonien déduit d'une interaction nucléaire réaliste du modèle en couches.
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I - Modèle IBM-4
O Description des bosons
Proposée en 1981 par Elliott & Evans [E1181], l'approche IBM-4 ambitionne
initialement de décrire les noyaux légers N~Z pour lesquels une classification L-S. des
nucléons de valence constitue un bon schéma d'approximation. Logiquement, les bosons de
IBM-4 sont donc décrits dans le cadre de ce couplage où les configurations spatialement
symétriques (L pair, S+Timpair) sont en outre energétiquement favorisées par le caractère
attractif et à courte portée de l'interaction nucléaire résiduelle [Tal93-chapitre 11]. A titre
d'illustration, l'organisation typique des niveaux d'énergie d'un système proton-neutron dans le
schéma L-S est représenté sur la figure suivante:
L=4
,2< S=l ; T-0
S=0 ; T=l
y S=l ;T=0
J=0 \S=0;T=1
Figure (3.1) : Spectre schématique de 2 nucléons soumis à une
interaction résiduelle idéale de portée nulle -V, S(r, -/~) en l'absence de
De façon cohérente avec les troncations IBM-1,2 ou 3 qui ne retiennent que les degrés de
liberté monopolaires (J = 0) et quadrupolaires (J = 2), le modèle IBM-4 se limite alors à
considérer des bosons caractérisés par un moment orbital 1= 0 ou 7 = 2 avec en plus dans
chaque cas un spin intrinsèque s etun isospin t donnés par (st) = (01),(10), soit finalement :
bî , avec
ou encore en notation couplée :
Kmnj.'.m, 0Ù <
\(lst) =(001), (010), (201), (210)
\ml =-/->/; ms=-s-ïs ; mt=-t-$t
j = 0,2 pour la voie isovectorielle t = 1
j = l2,2,3 pourle canal isoscalaire t = 0
(3.1)
(3.2)
m.
-7 -*j;m,=-t->t
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Il est d'ailleurs important de préciser que dans cette optique, les nombres quantiques /
et s des bosons ne jouent qu'un rôle auxiliaire sans nécessaire connexion avec le moment
cinétique orbital et le spin des paires de nucléons que représentent ces bosons. En
conséquence, l'applicabilité du modèle IBM-4 n'est pas limitée comme on pourrait le croire
aux noyaux légers. Dans toute région de la vallée N ~ Z où 2 nucléons de valence se contient
à basse énergie pour former des états dont le moment cinétique et l'isospin sont donnés par
(3.2), il est à priori possible d'utiliser IBM-4 et ce même si un fort potentiel spin-orbite détruit
toute pertinence d'une nomenclatureL-S. Ce point sera particulièrement illustré par les calculs
présentés au paragraphe IV de ce chapitre concernant les noyaux situés au-delà du 56M et où
les labels (l,s) des bosons seront associés au pseudo-moment orbital L et de spin 5 d'une
paire collective de nucléons dans la couche [d3/2,d5/2,s1/2
© Structure algébrique
Comme pour tous les modèles faisant appel à la seconde quantification, la connexion
entre IBM-4 et la théorie des groupes provient du résultat général démontré au chapitre 1 et
selon lequel les vecteurs d'un système de W bosons se transforment conformément à la
représentation irréductible symétrique [N] d'un groupe unitaire dont la dimension coïncide
avec le nombre d'états individuels (cf. chapitre 1 II-3). Pour IBM-4, ce groupe de base est
donc U(36) avec les combinaisons b^^^^b^^^^ Pour générateurs. En
conséquence, les états IBM-4 répondent tous au schéma général de classification donné ci-
dessous :
U(36) p...3 SO,(3) ® SOT(3)\
i i i (3.3)[3V] 77 JMj TMT I
où les algèbres S03(3) et SOT(3) assurent respectivement la conservation du moment
cinétique total Jli=Lp +Sp etde l'isospin T^ (jn =-1,0,1) avec :
> Lll =4Iô[bl0J®b2MJ+b^0®b2îL0
(moment cinétique orbital)
> S^=42 fc;,0 ®boxo +V5 b\xo ®b^S0'^' a (3"5>
(moment cinétique de spin)
> r^V2k0,;®v,+V^ (3-6)
L=1,S=0,T=0
ML=I1,MS=0,MT=0
(3.4)
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Au niveau des symétries dynamiques, une multitude de chaînes s'avèrent en mesure
d'effectuer la réduction de (7(36) dans le groupe d'invariance SOj(3)® SOT(3). Leur
dénombrement a été récemment effectué par Kota [Kot99] mais par simplicité, nous nous
limiterons aux limites préservant lecouplage L-S des bosons etqui sont alors données par :
11/(55): tf_(<*)=>
UL(5):z>SOL(5)
SUL(3)
[SOL(6)z>SOL(5)j
=> 5(7,(5) ®.
[UST(6) 3 SUS(3) ®SUT(3) 3 SOs(3)® SOT(3)] 3 50y (3) ®SOT(3) (3.7)
U(36) : Ul(6)zd
UL(5)^SOL(5)
SUL(3)
[SOL(6)^SOL(5)
=>SOL(3) ®...
[UST(6) 3 SOST(6) «SUST(4) 3 SOs(3)®SOT(3)]3 SO;(3)® SOT(3) (3.8)
Des générateurs pour les groupes intermédiaires de ces diverses réductions pourront être
trouvés dans le tableau (3.1) de la page suivante.
La dernière décomposition (3.8) mérite en réalité une attention particulière dans la
mesure où elle fait apparaître une algèbre de spin-isospin SUST(4) analogue à celle que nous
avons étudiée au niveau du modèle en couches dans le chapitre précédent et dontnous savons
qu'elle engendre une classification approximativement valable dans les noyaux légers. La
connexion des représentations communes aux espaces de fermions et de bosons peut alors
permettre, moyennant certaines approximations tant qu'à la structure orbitale de l'état, de
construire un hamiltonien IBM-4 phénoménologique avec symétrie dynamique SUST(4). C'est
précisément une telle démarche qui a été utilisée dans la couche sd en imposant une limite
orbitale telle SOL(6) pour 30P [Han87] ou de manière plus réaliste en s'appuyant sur une
analyse modèle en couches des niveaux expérimentaux [Hal84, Hal85]. Il faut néanmoins
préciser que la validité de la limite SUST(4) de 1TBM-4 n'est pas nécessairement restreinte
aux systèmes légers en raison de la liberté qu'offre la définition du moment orbital et du spin
intrinsèque des bosons : par exemple, en incorporant dans ces quantités certains effets liés au
potentiel spin-orbite,' il est tout à fait envisageable que la symétrie SUST(4) soit une bonne
approximation dans une description en boson de certains noyaux lourds bien qu'étant
fortement brisée au niveau du modèle en couches.
Signalons encore dans un tout autre contexte, que les autres limites de IBM-4 sont
essentiellement basées sur la décomposition de U(36) dans les sous-groupes SO(36),
Us(6)®Ud(30) (séparation des bosons s et d) ou U0(18)®U1(18) (séparation des bosons
t= 0 et t = I) mais peu d'applications ont été trouvées à cejour.
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UL(6)
( r-r ~ ~ -iL,S=0,T=0 }\S\bl0J®bhM +bl1<0.®bl2jA
UL(5) \sft \b2O1®b2O1+b2J0®b210\ \|V L 2,0,1 2.0.1 2.1.0 2'1'01ml.Ms=0,Mt=0\L=0^4
SUL(3) {«^"•}_« ' M—
S0L(6) • {(fl^'.KU
S0L(5)
v V s r J ML=-L->L
UST(6) I [z>0+s, ®è0i, +-V5 è2+s, ®&2J., r°,s,r i
SUS(3) {a; -[K,0 ®k,,+VI^®k^ZLÀ^J &U*
SUT(3) {e; -[d®v,+vi^, ®^/]™^=Jm=_/ fcU^
S0ST(6)
- suA4) W^-y-V ' {$»}'„.-!-*, ' {ftkv}^^/
S0L(3) lL"}.,=-;-w
S0S(3) {^-W
Tableau (3.1) : Générateurs de quelques sous-groupes de U(36)
NB : Q1^ désigne le moment quadrupolaire orbital dépendant comme en IBM-1 (cf. chapitre
l-IV-2-b) d'un paramètre %et donné par :
•iL=2.S=0.T=0
+ .ô£* = Ko., ®Ko., +Kifi ®Ki.0+Ko., ®Ko.,+K,.o ®K, JML=IJ.,MS=0,MT=0
x\Ko,,®Ko,,+K,,o®K,,o]m '"'."„
Enfin (Y±) désigne l'expression IBM-4 de l'opérateur type Gamow-Teller
{Y±)^v:=[Ko.,®K,.o+^Ko.,®K,.o
[K.i.o ®Ko., +VI K,uo ®Ko., ]
•\L=0,S=1,T=1
ML=0,Ms~li,MT=v
L=0,S=1,T=1
\ML=0,Ms=fi,MT=v
(Les 2 signes peuvent en fait être indifféremment choisis)
(3.9)
(3.10)
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© Calculs numériques
En dehors des hamiltoniens avec symétrie dynamique qui viennent d'être évoqués, la
détermination des niveaux d'énergie en IBM-4 requiert une diagonalisation numérique qui
n'avait jamais été effectuée jusqu'à présent. Atitre indicatif, les dimensions des sous-espaces
Mj =0 en IBM-4 sont indiquées dans le tableau (3.2) ci-dessous pour différents noyaux
N=Zau-delà du 56Ni et ce comparativement àcelles du modèle en couches dans l'espace de
valence pfs/2 g9/2 pertinent pourcesmêmes noyaux :
Noyau Nombre de
bosons
Dimension
IBM-4
Dimension modèle
en couches
58Cu 1 6 62
^Zn 2 64 5858
62Ga 3 528 182184
*4Ge 4 3807 4151256
"As 5 23760 43671839
6SSe 6 132330 367949274
70Br 7 664726 1648828756
Tableau (3.2) : Taille maximale des matrices à diagonaliser en IBM-4 et dans le
Afin de pouvoir réaliser des études réalistes en IBM-4, nous avons donc élaboré un
code informatique dont l'algorithme est en fait voisin de celui des programmes standard de
modèle en couches tel ANTOINE [Cau90] ou OXBASH [Bro84]. Plus précisément, le calcul
des états à Wbosons caractérisés par un moment cinétique total J et un isospin Test réalisé
dans une base découplée obtenue en répartissant les 5V" bosons sur leurs différents états
individuels n~\k>ArJn>WjnJnrmtn jj (n =l,->36) de manière àavoir des projections MJtMT
respectivement égales à 7 et T. Un tel choix, effectué pour limiter la dimension, est de toute
façon sans conséquences sur la spectroscopie en raison de l'invariance par rotation dans
l'espace spin-orbital ainsi que dans celui d'isospin. En résumé, les vecteurs de base considérés
s'écrivent donc :
où les nombres d'occupation 3V,, JV2,...,W„,... sont astreints à vérifier :
JX =W,Mj= 2Xw„ =7 et MT =2Xw„ =T (3.12)
« „ n
Numériquement, chaque ket (3.11) est en fait représenté par un entier q=IJfef" obtenu
suite àla mise en correspondance de tout état individuel \n) avec un nombre premier qn.
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La détermination des éléments propres de l'hamiltonien H est alors menée selon la
méthode de Lanczos [Bru77-chapitre 18] qui permet d'extraire quelques niveaux sans avoir à
traiter l'intégralité de la matrice. Pour cela, un vecteur initial W}°i) du sous-espace
(j,Mj =J,T,MT =T) est tout d'abord construit par diagonalisation d'une combinaison linéaire
arbitraire des observables J2 et T2 puis utilisé pour générer une base orthonormée
conformément à l'algorithme récurrent ci-dessous :
H\wif) =E^kT-l)) +Ek\w^ +ek\w^) ,k>l (3.12)
, k>0
La base { \W}^) \ ainsi définie présente en réalité un double avantage : d'une part, elle
tridiagonalise H et d'autre part, au fur à mesure que sa dimension augmente, les valeurs
propres convergent par ordre croissant vers celles qui seraient obtenues dans l'espace complet.
Habituellement, quelques dizaines d'itérations suffisent pour déterminer l'état fondamental.
Remarque :
Dans la pratique, les erreurs numériques obligent à réorthogonaliser chaque nouveau
WJj) par rapport aux précédents ainsi qu'à le projeter dans le sous-espace (J,T) envecteur
J2-J'(J'+1) T2-T'(T'+1)"Max
appliquant l'opérateur PJT = j J 'Maxn
,ihi J(J + 1)-J'(J'+1) rthi T(T + 1)-T'(T'+1)
Enfin, précisons que l'utilisation des nombres premiers s'avère particulièrement
intéressante pour appliquer les opérateurs H,J2,T2,... sur les différents vecteurs découplés
Q~IT(^n) ")• En considérant par exemple un terme à1corps , on aen effet b*bni\q) =0 si
qn'est pas divisible par qni et sinon b+b)l2\q) =^J?fn2(Nni +Sllin2)\q'= qqn/ /q„2) : pour
construire la matrice-colonne représentant l'état transformé, il suffit alors de rechercher dans la
base le nouveau vecteur \q') et de calculer les nombres d'occupation 3Vrt;,3V,l2 grâce à des
divisions successives de q par qni et qn2.
O Quelques résultats analytiques
Dans ce paragraphe, nous proposons d'appliquer les techniques de la théorie des
groupes abordées au chapitre 1 pour illustrer le contenu physique de la limite SUA4) de
IBM-4. Cependant, afin d'éviter toute complication liée à la structure orbitale des états, les
calculs seront effectués dans une approche restreinte consistant à ne retenir que la composante
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spin-isospin du modèle par élimination des bosons 1= 2. En conséquence, les bosons à
considérer pourront simplement être notés :
K.ms,.m, avec (s,t) = (0,1),(1,0) et m, = -s —> s[m, =-t-^t (3.13)
La structure algébrique qu'ils définissent se trouve alors considérablement simplifiée
au regard du modèle IBM-4 complet puisqu'elle se réduit au réseau de groupes suivant :
, , f SUS(3)® SUr(5)1
u^{soA6hsu^:^ (3.14)
où les générateurs des algèbres mises en jeu sont obtenus à partir du tableau (3.1) par
suppression de tous les termes faisant intervenir des bosons 1= 2. En outre, seules les
représentations symétriques [TV] de (7sr(6) sont maintenant à considérer et ainsi toutes les
réductions mentionnées dans (3.14) deviennent analytiques. Les classifications des états qui en
résultent sont précisément données ci-dessous :
> Limite 5t/s (5)® 5£/r(5)
UA6) 3 SUS(3) ® SUT(3) _, SOs(3) ® SOT(3)
i 4. i 1. 1
l>V] -Ko] K,] SMS TMT
noté plus simplement |7V,(7V,0,7V07),5Ms,rMr\ (3.15)
Physiquement, (tV,0,TV0/) représentent les nombres de bosons isoscalaires et isovectoriels, et
leurs valeurs sont donc logiquement données par (0,TV),(/,TV-/),...,(TV-/,/),(TV,0). D'autre
part, le spin 5 et l'isospin T se déterminent facilement à partir de la règle de branchement
SU(3) 3 SO(3) précisée dans le tableau (1.82) du chapitre 1 :
> Limite 5(7sr(4)
rS =Nh0,N10-2,...,louO^
T = N0l,!N-0J-2,...,lou0
UA6) 3 SUA4) 3 SOs(3) ® SOT(3)
i l j. i
[TV] [XX] SMS TMT
noté dorénavant |TV,A,5Ms,rMr)
(3.16)
(3.17)
où les valeurs de A résultent de l'isomorphisme 5(7(4) « SO(6) ainsi que de la décomposition
en SO(N) des RI symétriques de U(N) (cf. chapitre l-IV-3) :
A = 3V,3V-2,...,/ow0 (3.18)
Réalisation enboson des invariances de la ligne N=Z - 84
De plus, les couples (S, T) autorisés se déduisent des travaux de Wigner [Fee37] :
(5,77) = (0,X),(0,X-2),...,(0,l)ou(0,0)(l,X-l),(l,X-3),...,(0,l)ou(l,l) (3>19)
\x,o)
Enfin, les états SUA4) peuvent toujours se décomposer sur l'autre base SUS(3) ® SUT(3) :
|TV,A,5M5,rMr) =Y ^,X,S'T |7V,(w,TV- (û),SMs,TMt) (3.20)
ai=0
Concrètement, les coefficients ^'X'S,T du développement peuvent s'obtenir en remarquant que
l'invariant quadratique C2[5(7sr(4)] diagonalise les vecteurs (3.20) avec A(A +4) pour valeur
propre associée conformément aux résultats généraux du chapitre 1 [cf. équation (1.75)]. Par
conséquent :
Zv:;XSJ^T =^ +4)^T (3.21)
<D,=0
0ÙV^itT =(Wi(û).,5V- w,),5M5,rMr| C2[SUA4)] |3V,(tt2,TV- û)2),SMs,TMt). Le calcul de
ces éléments de matrice s'effectue par ailleurs facilement grâce au théorème de Wigner-Eckart
et a été reporté en annexe pour une meilleure lisibilité. Nous mentionnons ici simplement les
valeurs prises par les éléments non nuls :
Ku'S'T =2u(N - tu) + 5TV + S(S +1) + T(T +1)
V^:s2r =^((0-S)((ù +S+l)(N-ù)-T +2)(W-û) +T+3) (3.22)
V^;s/ =^l((û-S +2)((û +S+3)(!K-(0-T)(?f-cû+T+l)
En général, la détermination des amplitudes ^XS,T du changement de base, par résolution de
l'équation aux valeurs propres (3.21), ne peut s'effectuer que numériquement. Néanmoins,
pour l'état fondamental SUA4) des noyaux N = Z, une évaluation littérale s'avère réalisable
et conduit aux résultats du tableau (3.3). Les expressions obtenues trouvent en réalité leur
intérêt dans l'opportunité qu'elles offrent pour caractériser physiquement la symétrie spin-
isospin de Wigner en IBM-4. En particulier, la connaissance des coefficients £^'k'SJ permet
d'obtenir la structure en paires des états SUA4) par l'intermédiaire des nombres moyens
(TV,0), (tV0/) de bosons (s =l,t=0) et (s =0,t =l). En utilisant la conservation de
(TV, 0,TV0,) dans la base SUS(3)® SUT(3), ces nombres s'expriment en effet par :
û)
Leurs valeurs précises dans les cas les plus intéressants ont été rassemblées dans le tableau
(3.4).
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Type de
noyau
N = Z
pair
pair
impair
impair
Nombres
quantiques de
l'état SUA4)
fondamental
X = 0
(S,T)= (0,0)
X = l
(S,T)= (1,0)
X = l
(S,T) = (0,1)
Expression littérale des coefficients de changement
debase ^S-T
rjfx-W 8(co +l)H (7V-6J +/)//
"\(N +2)(N +4) col! (TV - co)!!
co pair
(W-io)l2(-D \ 16((0 +2)H (W-CO +1)!!(TV + /) (TV +5) (TV +5) (co - /)// (TV - co)!!
co impair
»/2 16(co +l)H (N-co +2)!!
(TV + /) (TV + 5) (TV +5) _)// (TV - W- /)//
«pair
H)'
Tableau (3.3) : Passage5(7,(3)® 5(/,.(3) -? SU..U) en IBM-4(/=fl)
Type de
noyau
N = Z
pair
pair
impair
impair
Nombres
quantiques de
l'état 5(75r(4)
fondamental
X = 0
(S,T) = (0,0)
X = l
(S,T)= (1,0)
X = l
(S,T) = (0,1)
Nombre moyen de bosons
isoscalaires (TV,0)
W/2
(5N + 3)/8
(57V-5)/S
Nombre moyen de bosons
isovectoriels (TV0/)
7i/2
(3N - 3)/8
(5N + 3)/8
Tablçau (3.4) : Structure en paires des noyaux N = Z à la limite SU„(4) en IBM-4(/^(7)
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D'autre part, il est également possible, toujours pour le niveau fondamental des noyaux N = Z
à la limite 5(7^.(4), de donner la forme explicite des vecteurs d'état en termes des bosons
Km ,t,m •En effet, une telle réalisation estconnue à la limite SUS(3)®SUT(3) [Mos69] :
|TV,(ty,TV- co),SMs,TMT) =Ba,sB^T {K.o-K.oT^.mMo) (KiKiP^^t.mAK,) I)
(3.24)
où :
> Bn,L =(-lf-L)'\ 4k(n-L)!! (n+ L+ 1)!! est un facteur de normalisation
> la notation . implique un produit scalaire en spin et isospin des opérateurs tensoriels :
b* b+ = Y(-l)s'm'+'~m,b+ b*
m,.m,
> Q^.m une harmonique sphérique solide définie par %M(r) =rL YLM(0,<p) et qui
s'exprime en fonction des 3composantes standard rM (ji =-1,0,1) du vecteur position r.
La notation %iM (Ko) correspond alors à l'opérateur obtenu à partir de %Ms(r) en
effectuant les substitutions r^ <-> Kifl00. Une discussion similaire s'applique évidemment
à %.MT\po.i)-
A partir du développement (3.24) et des coefficients de changement debase £^'l's,T présentés
auparavant, les kets SUA4) apparaissent ainsi comme des sommations sur co qui se
simplifient grâce à la formule du binôme pour aboutir finalement aux formes données dans le
tableau (3.5) ci-dessous.
Type de
noyau
N = Z
Nombres quantiques
de l'état SUA4)
fondamental
Réalisation en termes des bosons Km,.,,,,,,
pair
pair
X = 0
(S,T) = (0,0) 1 / —- (b+01.b+01 K0.Kofl2\ )\Wt! (N +4)!! v 0J 0J uo '•°' ' '
impair
impair
X = l
(S,T) = (1,0) ^j (TV - /)// (TV +5)// D'^.ofi\Do.,-Do., D,,o-D,,o) 1/
X = l
(S,T) = (0,1)
l 48 u+ (u+ u+ u+ u+ V^-*)/2| \
\(5V-i)// (^ +5)!! 0A1-M^ °'1 0J 0i-°-Dl'°) '/
Tableau (3.5) : Expression de quelques états SUA4) dans l'espace IBM-4(1=0)
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Il apparaît ainsi que dans le cadre de la symétrie dynamique SUA4) de l'approche IBM-4
simplifiée que nous étudions, l'état fondamental des noyaux N =Z se caractérise par un
condensât de bosons appariés. Si l'on associe alors le spin des bosons à celui de 2 fermions
corrélés, la limite SUA4) du modèle en couches dans le canal L=0 implique donc la
présence d'un agglomérat de particules a consituées d'une superposition équiprobable de 2
paires (S,T) = (0,1) etde 2 paires (S,T) = (1,0) toujours couplées à S=0 etT =0.
Remarque :
Il est important de rappeler que les considérations de paragraphe ne sont valables qu'en
l'absence d'une structure orbitale des bosons. En conséquence, les RI energétiquement
favorisées de SUA4) appartiennent toutes aux sous-espaces symétriques de (7S7.(6). Dans le
modèle IBM-4 complet, il n'en est plus nécessairement ainsi : par exemple, pour 3 bosons, le
schéma de Young SUA4) associé au niveau fondamental d'un système N = Z se situe à la
fois dans les RI [5] et [21] de £/S7-(6). L'intervention de ces représentations non symétriques
est alors susceptible de modifier les résultats obtenus bien qu'à ce jour, aucune évaluation
quantitative n'ait été effectuée enraison de la complexité des calculs à mettre en jeu.
II - Schémas généraux de construction microscopique
O Introduction
De façon générale, la détermination de l'hamiltonien des modèles IBM est un
problème délicat. A priori, l'existence de limites algébriques pourrait pourtant permettre
d'envisager des perspectives simples. En effet, dans ce cas nous avons vu que les niveaux
d'énergie dépendent linéairement des coefficients de chacun des opérateurs de Casimir
associés aux différents groupes mis en jeu dans lachaîne de réduction. Par ajustement sur les
spectres expérimentaux, il semble alors aisé de déterminer ces coefficients. Néanmoins, le
dénombrement et le choix des symétries les plus pertinentes peuvent s'avérer complexes et
d'autre part il demeure un arbitraire dans l'affectation des nombres quantiques décrivant l'état
associé à chaque niveau. Ces difficultés prennent en fait d'autant plus d'importance que la
structure algébrique du modèle en bosons est riche et que la densité de niveaux des noyaux
étudiés est grande, ce qui est précisément le cas de l'approche IBM-4 et des noyaux impair-
impair N = Z auxquels elle est principalement destinée.
Toujours dans l'optique d'une étude phénoménologique, divers hamiltoniens
schématiques mais s'écartant des symétries dynamiques ont été également proposé : on peut
par exemple citer en IBM-1 l'hamiltonien Q-consistant [War83] ou en IBM-2 la
parametrisation de Talmi [Ots78a] qui a d'ailleurs été récemment généralisée pour IBM-3
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[Sug97]. Dans tous ces cas, la forme choisie ne dépend que de quelques paramètres déterminés
via l'emploi d'une procédure itérative de moindres carrés afin de minimiser l'écart avec les
données. L'avantage d'une telle démarche est en réalité double : d'une part, on aboutit ainsi à
une description simple, réaliste et unifiée d'une grande variété de structures nucléaires et
d'autre part, si les paramètres ont une dépendance régulière en fonction des nombres de
bosons (comme c'est le cas en IBM-2), il est possible par extrapolation d'accéder à des
spectroscopies non connues expérimentalement.
Pour des modèles complexes, comme IBM-4, il est cependant difficile de suggérer la
forme des interactions en bosons qui jouent un rôle essentiel dans l'interprétation des niveaux
collectifs de basse énergie. Déjà en IBM-2, la nature de l'hamiltonien phénoménologique
utilisé par la suite avec succès, trouve en réalité son origine dans une étude microscopique
aboutissant à la traduction en bosons des interactions quadrupolaires et d'appariement
[Ots78a, Ots78b]. Finalement, la recherche d'une réalisation bosonique du modèle en couches
se révèle donc non seulement intéressante sur le plan conceptuel pour appréhender les
fondements des approches IBM mais aussi fort utile dans la parametrisation de leurs
hamiltoniens.
Dans ce contexte, une quantité de techniques générales, initiées par des travaux en
physique du solide sur les ondes de spin, ont été proposées pour simuler dans un espace de
bosons les propriétés d'un système de fermions en interaction. Elles se distinguent en fait par
la nature mathématique (opérateurs ou vecteurs) des objets mis en correspondance dans les 2
espaces et vont faire l'objet d'une discussion détaillée dans les paragraphes suivants.
O Méthodes d'expansion des observables (Belyev - Zelevinskii [Bel62D
Ces approches sont basées sur la volonté de reproduire dans l'espace des bosons
l'algèbre des opérateurs bi-fermioniques a+n a* , anan , a+nan (n,,n2 =1—> N) qui sont
susceptibles d'engendrer toute la dynamique d'un système composé d'un nombre pair de
particules :
[a+a+ , a+a+ \= \a a ,a a \= 0 (3.25.a)
[%%><< ]=8„, ,n4 Ô„2,«., +5n, ,n3<%+5n2 ,n4<%~(«/ ** «2 ) (3.25 .b)
\%an2 , Kan4\ =8n2tnanan4 -(n, <H> n2) (3.25.c)
\à¥nan , a+nan ]= Sn „ a+natl -Sn „ a+n a,. (3.25.d)
Afin de réaliser un tel programme, on idéalise chaque paire de fermions a*a* à un boson
K,„ dont l'adjoint bni„2 est alors naturellement relié au système de 2trous (K,K2 ) =an2a„, •
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En raison des relations d'anticommutation que vérifient les opérateurs de création et de
destruction d'un fermion, ces bosons doublement labellés sont naturellement supposés
antisymétriques dans l'échange de leurs indices, soit précisément :
i + i + i y
n2,nj ""' n},n2 ' n1,nl ~' nt,n2 (3.26)
Ils sont enfin, astreints à absorber toutes les parties des relations de commutation précédentes
(3.25.a-d) compatibles avec leur statistique, c'est-à-dire :
[K,,n2 >K,MK,»2 ' K,n4hO
[ n,.n2 ' n3,n4\ —°n1,n3°n2,n4 ~ Ôn,,n4°n2,n3
(3.27)
Dès lors, afin de prendre en compte les termes résiduels, l'image de chacun des opérateurs
élémentaires A=(a* a* , ana„2 •K,an2 ) est recherchée sous la forme d'un développement en
produits des bosons idéaux b* , b :
ab =_L4*; avec A<Bk) <* Kb+...b+bb...b (3.28)
kfacteurs
Les coefficients de ces développements sont par ailleurs déterminés de manière à ce que
n'importe quelle relation de commutation [A,B]=C soit vérifiée dans l'espace des bosons à
chaque ordre de l'expansion [Mar74] :
K\2^C£\[4'^^ (3.29)
q=l
Deux solutions à ce problème perturbatif ont en fait été principalement employées : l'une
connue sous le nom de série d'Holstein-Primakoff s'impose de préserver l'hermiticité et se
trouve ainsi conduite à encoder le principe de Pauli dans l'introduction de termes à N-corps
alors que l'autre élaborée par Dyson s'autorise à être non-hermitique pour incorporer toutes
les corrections fermioniques dans un développement fini. Plus précisément, ces 2 schémas de
bosonisation sont donnés par les expressions ci-dessous :
• Expansiond'Holstein-Primakoff [Hol40, Jan71]
(a,X) = b\ll-(b+b)T =b+ --Tb+ b+ b +\ "l n2)B V V / nl'nl 9 Z_-un1.n3un2.n4un3,n4 ' —
L J«2.«/ Z n3.n4
(ananX =(<<l=Ul-(Kbfb\ =bll2,ni -l ZK,X,n3K,u +.»
(a+nan ) =(b+b) =Jb+ b\ "1 "llB \ 'n,n2 4—ê "ln3 »2"3
n3,n4
(3.30)
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Expansion de Dyson [Dys56, Jan71]
(« ). =M1 -(b+b)T)\ =K.„2 - ECX.*C
K«„2)B=^2.«,
(<%)B={b+bX,n2^K.n3K,3
n3,n4
(3.31)
où &+, &désignent les matrices respectivement définies par (&+) =K n et (ib)n _n =£„,,„.,
Sous les formes (3.30) et (3.31), les développements en bosons des opérateurs
fermioniques sont en réalité peu pratiques. Habituellement, on les exprime plutôt en faisant
appel à des paires collectives de fermions A* définies par leurs composantes X" n sur une
base à2particules indépendantes (a* a* | )} :
'Xl„2/2 si n,<n2
K= IX.„2<< =IC« avec K,2 ={O sin,=n2 (3.32)
rx"-2/2si"v>«2
Les états \co) = A*| ) sont en outre supposés former une famille orthonormée complète si bien
que
Y (y031 îr"2 =-<5Z~l\"j."2j"l."2 2 (a'-0}2
n,,n2
et Y F" (Ya )' =-(S 8 -S S )
__ ";.«2\ "3-n4j ^V ",,n3 n2,n4 n,.n4 n2,n3J
En parfaite analogie, il est alors logique d'introduire des bosons collectifs :
K=ZK.n2K.-2 •soit K,2 =2SfcK+,
(3.33.a)
(3.33.b)
(3.34)
l'algèbre de commutation \ba ,K2]-Sai ^ étant garantie par la relation d'orthogonalité
(3.33.a). Dans ce contexte, tout hamiltonien en fermions comportant des contributions à 2
corps au maximum, soit :
H=Y Hn\ K *« + T Hf\ nnKK "n "n (3-35)
__y nl,n2 n; n2 __. nl,n2, 3, 4 n, n2 n3 n4 "
n,,n2 n1,n2,n3,n4
admet donc en terme des bosons [b*\ plusieurs images HB données génériquement par :
0)l,û)2 io1,co2,ca3,iù4
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avec :
r
> dans le cas du développement de Holstein-Primakoff :
f//Ly)l =4 Y h{1) (y031 Vf"2 -4 V #(2) (y»' ÏV»>L » Jft,;;W2 __/ »/."î\ »/.»7 "2."j Z«f n/."2.nj."A "/.«2/ "j."*
n,,n2,n3 n,,n2,n3,n4
[H?\ = 4 Y H{2) (Y"' )V' )'•¥»> Y"< -L k),,ù)2,0)3,ca4 __f ",,n2,n3,n4\ ni,ns J y-n2,n6 ) J-ns.n6±n3,n4
n,,n2.n3
n4.n5,n6 ,'
d Y H^ (y"' \ (y®2 WWj Ya* 4-
__ ;i,,«2,«j,njV "/."2 / \ "S.»6 j >U.»i "3'"6
n,,n2.n3
n4,n5,n6
2 Y //(2) (y®1 Vïy"2 )*y(°s yM< -
__, n;.«2,/iJ,n<\ «;,n5/ \ "2.«6 / »4."5 n3,n6
n],n2,n3
n4,ns,n6
2 Y H^ (y"1 ) (y032 Xy"3 Y®4
' __, ",.n2."3.>'4\ ",."s J \ n2,n6 } Ân4,n6Ân3,n5
n,,n2,n3
n4,ns,n6
=> HB est hermitique mais infini
> pour le développement de Dyson :
\hb'}] =4 Y HU) (Y03' )V2 -4 Y H{2) (Y63' ïV2L B loj,,io2 --« "i."2\ ",."3 ) »2-"3 Z^11nl.n2.n3.n4\1nl.,l2)ln3.n4
nl<n2<n3 n,,n2,n3,n4
[h(2)] =-i6 Y h{2) (y03' yYr"2 Îf^ y*4L B Jto; .«a.»*,«< --^ n,,n2,n3,n4\ n,,nsj V^."e ,/ *n5,n6±n3,n4
nI'n2'n3
n4,n5.n6
HBk>~3) = 0
HB se limite à des termes à 2 corps, mais s'avère en général non-hermitique
(3.37)
(3.38)
Signalons cependant qu'il est possible de trouver une expression HB a la fois finie et
hermitique en réécrivant les interactions a+n a„+ an an sous la forme S a+a -a+a a+a
"1 "2 "3 "4 «2 ."3 », !'4 «/ n3 „2 114 '
Par utilisation de la seule expansion (a+a) , il vient en effet :
IhP] =4 Y H(1) (Y63' Vf"2 -4 Y H{2) (y10' W*L B ib)l,to2 --< ni."2\ n,.n3) xn2.n3 ? Z*i L1",,n2.n3,n4\1n,.n2 j In3.n4
1 n,,n2,n3 n1,n2,n3,n4
[h{2)] =-8 Y H{2) (Y03' ï*(fW2 ÎY033 Y034
t " k},,CÙ2,Ca3,U>4 --- nl."2."3."4\ »l."5 J \ »3-"6 J "2-nS "4.»6
nl.n2,n3
n4,n5.n6
HBk>'3) =0
(3.39)
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Quelle que soit l'option retenue, l'hamiltonien en bosons HB fait de toute façon intervenir
l'ensemble des degrés de liberté co de l'espace à 2 fermions. D'autre part, la structure
algébrique de cet espace ayant été préservée dans la transcription en bosons, le spectre de HB
pour un système de TV bosons contient les mêmes niveaux d'énergie E que celui de H pour
2^f fermions. Plus précisément, si H \W) = E \W) avec :
l«0 = Y*nn n <<<<•••< K | },. (3.40)I / __> nl,n2,...,n2w n, n2 n3 n4 «2ww "2sv > '
n,,n2....,n2}t
on a HB \WB) =E\WB) où \Wb) est simplement obtenu en bosonisant les déterminants de
Slater, c'est-à-dire :
K)= Y^nn n («» K) («X) ..,(fl* < )|)_ (3.41).I B/ __/ nl,n2,...,n2x \ n, n2Jg\ n3 n4JB \ n2v_, n2K jg\ IB
"i.»2 «23V
Néanmoins, la statistique des bosons autorise également l'émergence d'autres états propres
qualifiés de spurieux et qui n'ont pas d'équivalent dans l'espace des fermions. Les 3
hamiltoniens (3.37), (3.38) et (3.39) se distinguent alors par la localisation en énergie de ces
états dont la mise en évidence constitue donc une étape indispensable dans l'utilisation des
techniques d'expansions en bosons. Pour effectuer une telle identification, il a en particulier
été proposé par Park [Par87] d'utiliser un opérateur 5 défini comme la différence entre les
images en bosons (3.38) et (3.39) de l'observable TV*2.
Dans la pratique, la diagonalisation de l'hamiltonien HB dans la totalité de l'espace de
Fock des bosons n'est pas plus aisée à résoudre que le problème fermionique original. Au
contraire, le nombre de vecteurs de base à considérer est encore plus élevé que la dans la
description en fermions et l'élaboration de schémas de troncation s'avère donc indispensable.
A ce propos, une attention particulière mérite d'être accordée au cas où les paires collectives
{A*\ auxquelles on se restreint, forment une sous-algèbre fermée, soit :
<ù4
A ce moment-là, si l'hamiltonien H est uniquement fonction des A* et A„, il en effet possible
de reproduire exactement chaque niveau d'énergie du sous-espace collectif grâce à une image
HB obtenue en utilisant de l'expansion de Dyson suivie d'un processus d'élimination de tous
les termes faisant intervenir des bosons autres que les b* (théorème de skélétonisation
[Kim88]). Comme précédemment, la diagonalisation de HB peut cependant générer des états
supplémentaires, mais qui seront totalement découplés des niveaux physiques. Une procédure
générale connue sous le nom de ^-projection a par ailleurs été élaborée par Dobaczewski & al
[Dob91] pour identifier dans ces états collectifs spurieux.
En dehors des dynamiques qui découplent un sous-espace collectif engendré par des
paires algébriquement fermées, plus rien ne garantit la congruence entre les niveaux d'énergie
de l'espace fermionique et ceux issus d'une image en boson skélétonisée de l'hamiltonien. De
façon générale, la dégradation de la description en bosons correspond en fait à l'apparition de
couplages entre niveaux physiques et états spurieux. Dans le cas du développement non-
hermitique de Dyson, cette contamination se traduit d'ailleurs souvent (mais pas
Réalisation en boson des invariances de la ligne N=Z - 93
!'"'"»""•'•"• !
nécessairement) par des valeurs propres présentant une partie imaginaire. A ce sujet, un
exemple particulièrement illustratif des effets de troncation dans la bosonisation de Dyson
d'un hamiltonien réunissant des contributions quadrupolaires et d'appariement pourra être
trouvé dans la référence [Vin89].
Finalement, l'utilisation dans des calculs en bosons réalistes des développements
(3.37), (3.38) ou (3.39) avec une simple exclusion des degrés de liberté bi-fermioniques les
moins pertinents, est à priori hasardeuse même si elle semble pourtant logique. D'une part, le
comportement sous troncation n'a été à notre connaissance étudié que pour la série de Dyson,
ce qui justifie certainement de l'utiliser préférentiellernent. Cependant, il paraît difficile'
d'employer la skélétonisation de cette expansion pour des hamiltoniens autres que ceux
vérifiant au moins approximativement lecritère de découplage du sous-espace collectif retenu
pour la description en bosons. Enfin, le caractère en général non-hermitique de l'hamiltonien
en bosons obtenu par le développement de Dyson pose conceptuellement un problème au
regard du succès des modèles IBM qui préservent au contraire l'hermiticité. Des interactions
fermioniques particulières, conduisant à un hamiltonien de Dyson transformable en un
hamiltonien hermitique par un opérateur de similitude, ont néanmoins été isolées par
Ginocchio et Johnson mais de nouveau pour un découplage parfait des degrés de liberté
bosonisés [Gin95]. Dans les autres cas, la restauration de l'hermiticité n'est pas systématique et
risque d'augmenter les mélanges entre états physiques et spurieux puisqu'elle fait alors perdre
une partie de la transcription en bosons du principe de Pauli. Différentes procédures sont
toutefois envisageables pour construire un hamiltonien hermitique HBH à partir de celui non-
hermitique de Dyson HBNH .Dans une base orthonormée àTVbosons {\a^]) }, on peut par
exemple définir les éléments de matrice de HBH grâce à l'une des relations suivantes :
a
(sir) H B,H
(av)
a \**B,H\a2
(W)\
a
-!««*" "•B,NH\a2
(W) (w)}.-.(«; H \allB.,m\-,2
m ,{3f)+ {a H+ lallB,NH\u'2(SV)\
(3f)
a H B.NH
(*)\
a
of> H B.NH a r>
(3.43.a)
(3.43.b)
Cette dernière égalité a initialement été proposée par Takada [Tak86, Tak88] et récemment
une étude approfondie a en fait pu mettre en évidence que sa validité diminue avec la non-
orthogonalité des états àplusieurs paires qui correspondent aux vecteurs la0*0) de la base
choisie dans l'espace des bosons [Kaj98]. Tant qu'à l'autre formule d'hermitisation (3.43.a),
aucune étude générale ne semble avoir été menée à cejour pour estimer la détérioration de la
spectroscopie qui résulte de son utilisation. Pour conclure, précisons tout de même que
théoriquement les expansions en bosons pourraient être appliquées àdes situations beaucoup
plus réalistes que celles décrites ici mais à condition de faire appel à des techniques de
renormalisation pour construire une interaction effective dans l'espace des bosons capable de
compenser les effets de la troncation. Même si des progrès dans cette direction ont été
effectués [Kuc89, Nav93], il faut bien prendre conscience que la complexité des calculs à
mettre en oeuvre rend alors pratiquement la résolution du problème en bosons aussi difficile
qu'au niveau fermionique.
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© Algorithmes de bosonisation par connexion des états (Marumori [Mar64D
Au contraire du paragraphe précédent, les méthodes que nous allons maintenant
discuter se focalisent sur la construction explicite des états de bosons en termes de paires de
fermions. Concrètement, il s'agit de mettre en correspondance chacun des vecteurs \a^')
IB
M)\d'une base orthonormée à TVbosons avec son équivalent fermionique cr ' ) .En général, une
/ F
telle association ne peut cependant se faire directement en raison de la non-orthogonalité des
MAkets a ') induite par les blocages fermioniques. Logiquement, on postule donc plutôt la
IF
relation :
{3f)\
11a <r^O
m
a (3.44)
où O est un opérateur d'orthogonalisation. Une transcription hermitique HB de l'hamiltonien
H dans l'espace à TVbosons peut alors aisément s'obtenir en imposant l'égalité des éléments de
matrice entre états associés, soit :
(a^\HB\ar)B=F(a^\0+H0 (3V)\2 //a (3.45)
A titre d'exemple, si on se limite aux termes à 2 corps, la détermination de HB repose donc sur
les étapes suivantes :
> définition des états à 1 boson
paires collectives orthonormées
a(/) ) en leur associant dans l'espace à 2 fermions desli
d)
a
(O> calcul de l'hamiltonien en bosons à 1 corps HB ' via (3.44) :
B{a^yjy2'\=F(a^\H\a^}F (3.46)
> sélection d'une base orthonormée à 2 bosons <W/ \ puis construction de son
image l ct(2)) >dans l'espace des états à4fermions.
> choix d'un processus d'orthogonalisation à partir duquel l'interaction à 2 corps entre
bosons HB2)- pourra être évaluée grâce à l'égalité (3.44) après élimination des
contributions à 1 corps :
(2)
,(«! (2)H (2)\ _2 lB~,a (2)a 0+HO «SVKK a (2)\2 Ib (3.47)
Un tel algorithme pourrait évidemment se poursuivre pour évaluer les contributions à
3, 4,... corps et de façon générale, l'hamiltonien HB obtenu est ainsi infini. L'utilisation
pratique de la méthode nécessite donc une diminution suffisamment rapide des termes à N-
corps pour pouvoir effectuer une troncation. A ce sujet, une étude approfondie a été menée par
Ginocchio [Gin95] et a permis de mettre en évidence que la convergence de HB est en réalité
gouvernée par la manière dont on orthogonalise les états de paires de fermions |or 'y .
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Jusqu'àprésent, deux mécanismes ont essentiellement été employés :
> Orfhogonalisation "démocratique" [Sko90]
Ce procédé repose sur la diagonalisation de la matrice de recouvrement d'éléments
F(à<ff)\al*))F .On définit ainsi un système de vecteurs propres r^ ={(a(w)|rt(30)} et de
valeurs propres associées gf' tels que :
Z M"' (SV)\ Ifyiar) | r(jf)\ _ J3f)-/„m Ir(3V)av) {ce rr)=g^(aryr) (3.48)
(équation aux valeurs propres)
ik, -°k,.k, (3.49)
(orthogonalité)
,(5V)Z«! rWh (a{r] rn*=s^. (3.50)
(complétude)
Supposons tout d'abord qu'aucune valeur propre gf° soit nulle : toutes les images
fermioniques œ 'Jf sont alors linéairement indépendantes et peuvent être combinées pour
former une suite orthonormée en posant :
(sv)
x:
En effet :
=—YF [jm '4*.g[r _<»
/yM|yW\ _ j v
Jsv)
g*a 0*j.*2 _ g
0{3f)A3f) *'•*-
5*, 6*2
la*» (oM p(5V)
-1 k
a
(sv) Mtfl-f(SV)\ /-,(5V)|r(5V)«nn
(3.51)
De façon similaire, les vecteurs |xf^ =£ |a(^}B(a(fl0|/-f°) de l'espace des bosons sont
eux aussi orthonormés et il est donc logique d'effectuer la mise en relation
A ce moment-là :
^rSI-fW'"*1 (3V)\ /a(3V)r,1" « S K (sv)r,
soit :
O (sv)a = Y a(*°) • la{3f) (sv)\ /a(w)r (sv)r,
(sv)X <-> (sv)X
(3.52)
(3.53)
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Le cas où des valeurs propres gf° sont nulles indique en fait que certains des kets la^)
sont liés et révèle donc ainsi l'existence d'états spurieux dans la base l a(w)) \. Leur
élimination peut néanmoins se réaliser simplement en supprimant autant de vecteurs \œ*')
qu'il y a de valeurs g^ égales à 0 : habituellement, on choisit ceux qui ont le plus faible
recouvrement avec les états propres de basse énergie de l'hamiltonien. En notant 5 l'ensemble
des labels a^ correspondant à ces kets exclus, les éléments de matrice de l'hamiltonien HB
doivent alors être redéfinis en posant :
'B{ar HB af>)=B{af%\a^)B =0, Vaf> eS, Va?> *a™
lafAH^ép) -oo, \/af}eS (3.54)
\ il / B
B(a?]\HB\af])B^F(af>'| 0+HO\af\, \/af\af' «s5
où O l'opérateur est défini par (3.53).
> Orthogonalisation de Otsuka-Arima-Iachello (OAI) pour le modèle IBM [Ots78b]
Par opposition avec la démarche précédente qui ne privilégie aucune des images fermioniques
a(sv)\ ^'où son caractère démocratique), l'algorithme OAI suppose une hiérarchie dans ces
vecteurs et réalise en conséquence l'orthogonalisation par la méthode classique de Gramm-
Schimdt. Plus précisément, si on se limite à IBM-1 par simplicité, une base orthonormée
possible est donnée par l'ensemble des vecteurs comportant des nombres bien définis de
bosons s etd couplés à un moment cinétique total 7 , soit Is^' ,dw'1 ,J,M) (en réalité, ces états
relatifs à la limite (7(5), doivent être caractérisés un nombre quantique supplémentaire dès que
le nombre total de bosons est supérieur ou égal à 4). A ce moment-là, si l'on note
5+=^a^[aJ®a7+T et D* =Yj^.hlK, ®ah] *es operateurs de paires collectives
j J1-J2
associées aux bosons s et d, l'image de chacun des états IBM-1 précédents s'obtient
immédiatement :
* As+f\(D+r<\\) (3.55)Z(!Hs,Nd,j) V ' L\ ' \m '
où Z(p<s,'Kd,J\ est un facteur de normalisation. Le processus OAI propose alors
d'orthogonaliser ces vecteurs par nombre décroissant de bosons s de façon à associer chaque
ket \s^',d^d ,J,M\ à la projection de l'état fermionique correspondant (3.55) sur le sous-
espace de séniorité v = 2Nd (rappelons que la séniorité v représente le nombre de nucléons
couplés à un moment cinétique non nul). A titre d'exemple, la bosonisation qui en résulte pour
un système de 4 particules est donnée dans le tableau (3.6) ci-après. Sur le plan pratique, la
méthode OAI s'est révélée fructueuse dans l'obtention microscopique d'hamiltoniens réalistes
IBM-2 [Nak97] et IBM-3 [E1196] même si, dans ce dernier cas, la conservation de l'isospin
rend la démarche beaucoup plus complexe.
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\s2,J =0,M =0)<^ * - (5+)2| )1 ' Z(2,0,0) \ )[..'
^--^"Wm^
\d2,J =0,M =0)<r* Cte
Z(0,2,0)
r + ,-,, ( 52/T®/rf . N2\d+®D+\ V-H-i ^Ll 5+ | )1 * ' ' Z(2,0,0) >.-''i'
|</2,7 =2,M)«^ Cfô
Z(0,2,2) D+®£>+ - ' M L x V,1 ' S+D+ML Jw ' ' Z(l,l,2) Ml '
\d2,J =4,M)^ - 7 jD+®D+f | )1 ' Z(0,2,4)L J" ! '
Tableau (3.6) : Schéma de connexion entre les états modèles en couches de 4 nucléons
Me ,> liiij ï"",;:<.: kv.-, -, iv:?. s v h>.c >/, <'dSîïBM-0visla''ïSëtlio5ë:'0%ïll7'v 7l- '•:'f7*^7"v':*- X v.
III - Un premier exemple : influence du potentiel spin-orbite sur le
développement des corrélations superfluides dans les noyaux N=Z
O Présentation générale de l'étude
Commençons par rappeler qu'une clarification concernant la caractérisation des
interactions d'appariement dans une couche majeure a été apportée par Dufour et Zuker en
analysant la partie multipolaire des hamiltoniens effectifs réalistes [Duf96]. Précisément, leur
étude montre que les propriétés superfluides du noyau atomique proviennent de corrélations
dans les voies (L,S,T) =(0,0,1), (0,1,0) décrites par les hamiltoniens A+0J.Â0J et A*0.Â/>0 où
K.t désigne une paire collective de nucléons couplés à un moment orbital L=0, un spin 5et
un isospin T, soit :
Kms.t.mt =:j2l2£V^^kM où __ =£(2Z +7) (3.56)
En conséquence, l'interaction résiduelle d'appariement laplus générale peut donc s'écrire
vp 2 °.'-Ao,i 2 Ai.o-Ai.o (3.57)
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et se caractérise ainsi par les 2 paramètres que sont l'intensité totale g de l'interaction et la
force relative x des appariements isoscalaire et isovectoriel.
Au niveau algébrique, chaque état propre de l'hamiltonien Vp appartient à un sous-
espace irréductible d'ungroupe 5C>S7.(5) [Flo64] généré par les opérateurs suivants :
Kms,t.Mt> A.Ms.TMr [(S,T) =(0,1),(1,0),MS =-5-> S,MT =-77-> T]
t-, r—T- r -u -iL=0,S=0,T=0TV =2^421+71 [aul2JI2 ®âu/2J/2]ML=oMs=o^_o
(nombre de particules)
•5;=ÇV27+7[<M
(observable de spin)
- T^42i+n\diJlu^^
(observable d'isospin)
rM,v =2V27T7[a^
(opérateur type Gamow-Teller)
(3.59)
De plus, 3 valeurs spécifiques de l'asymétrie x autorisent une diagonalisation analytique en
termes de chaînes de réduction. C'est ainsi que pour un appariement purement T = 1 (x = /),
l'interaction Vp a la symétrie dynamique :
SOA8) ^ SUS(2)® SOT(5) => SUS(2)® SUT(2) (3.60)
où les groupes SUS(2), SUT(2) et SOT(5) sont respectivement définis par les générateurs
{5^}, {rM} et {^MimojmlMT,AsmOMsro,TmlMl^,T,). De façon similaire un appariement
seulementisoscalaire (x = -1) correspondà la limite :
SOA8) ^ SOs(5)®SUT(2) 3 SUS(2)®SUT(2), (3.61)
la structure SOs(5) étant engendrée par {As=1MsiT=0,Mt=0,As=i.ms,t*q',mt=o>N>Si^- Enfin' Pour
des intensités égales dans les voies T = 0 et T = 1 (x = 0) l'hamiltonien Vp exhibe une
invariance dynamique sous les transformations d'un groupe spin-isospin de Wigner SUA4)
généré par is^T^Y^ et ce conformément àla classification :
SOST (8)3 SUA4) =5 SUS(2) ®SUT(2) (3.62)
D'autre part, en conséquence de la structure 5(7S7.(S) et de la discussion générale du
paragraphe II-2, une réalisation exacte du spectre de Vp dans un espace de bosons s'avère
réalisable par utilisation de l'expansion skélétonisée de Dyson. Les bosons collectifs à
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considérer sont alors l'équivalent des paires 'A^-jfc à partir desquelles l'hamiltonien
s'exprime et correspondent ainsi à l'approche IBM-4 sans structure orbitale discutée au
paragraphe 1-3 de ce chapitre, les labels (s,ms,t,m,) des bosons s'identifiant à ceux
(S,MS,T,MT) de la paire qu'ils représentent. La détermination explicite de l'image (Vp) qui
résulte d'une telle bosonisation est par ailleurs aisée à obtenir à partir d'un recouplage de
l'expression (3.38) [Van98]
(v,).= -^W.:,-*„>,»-f (Ko®K,o)' ®{k,®ki
(K.,®K.,)°'°®{Ko®Ko)
0,0'
aiï,,o-iïo,Ao--.ÉLzAi
9g(l + x)
2
9g(l-x)
0,0'
0,0
+ XV2TT7
1/2 1/2
1/2 1/2
1 1
1/2 1/2
1/2 1/2
1 1
1
1
T
ï
1
S
(K,,®bOJfT®(b0J®b0JfT
T=0,2 0,0
+ I-V25 + /
S=0,2
(K,o®b1,of°®(b1,0®b1M ,s,o' 0,0
0,0
(TVS, désigne l'opérateur nombre debosons de spin 5et d'isospin t)
(3.63)
Notre étude vise alors précisément à analyser l'incidence de la structure en couches de
l'espace de valence sur le développement des corrélations superfluides auxquelles le modèle
SOA8) donne naissance. En notant p =(n,l,j) les différentes orbites, l'hamiltonien considéré
s'écrit donc :
oùep =eS- V..
H=lLePp(2j+i)[a;®âPl\vP (3.64)
j(j+l)-l(l +I)-l
4
désigne l'énergie de chaque couche en présence d'un
potentiel spin-orbite -Vso ï.s (Vso >0). Dès lors, la classification LS des états propres de H,
valable en l'absence de couplage spin-orbite, n'est plus qu'au mieux approximative et seuls les
nombres quantiques 7 et T sont en fait rigoureusement conservés : pour 2 particules par
exemple, les niveaux de plus basse énergie correspondent maintenant à (J,T) =(0,1) et (1,0)
avec une composante (L,S,T) =(0,0,1) et (0,7,0) d'autant moins importante que Vso est élevé.
De même, le découplage par l'hamiltonien des états formés àpartir des paires energétiquement
favorisées est brisé par l'introduction de Vso. En conséquence, la simple troncation de
l'expansion de Dyson aux bosons associés à ces paires (J,T) =(0,1) et (1,0) n'est plus exacte.
Si on se limite toutefois à des valeurs relativement faibles de Vso, il est raisonnable de penser
qu'une telle façon de procéder permette d'obtenir une bonne estimation de la spectroscopie à
basse énergie du système. Précisons également que le modèle de bosons qui en résulte
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correspond toujours au formalisme IBM-4(/=0) du paragraphe I : simplement, le spin s des
bosons s'identifie maintenant au moment cinétique total J d'une paire collective de nucléons et
devient donc sans rapport avec le nombre quantique 5 de l'espace à 2 fermions. Plus
précisément :
s,ms ,t,m, \A+1™J,Mj,T,MT
<->(s,t) = (0,1) ou (7,0) [s= J,ms =Mj,t = T,m, = MT (3.65)
En dépit des arguments précédents, nous avons tout de même souhaité vérifier directement la
validité du traitement en bosons de l'hamiltonien (3.64) qui vient d'être exposé. Dans ce but,
une comparaison avec les niveaux obtenus par diagonalisation dans l'espace fermionique a été
effectuée dans une couche sd avec un écart £d0) - e'0) = / MeV, un potentiel spin-orbite
relativement fort Vso = 2 MeV (valeurs réalistes), une intensité d'appariement arbitraire
g = 0.333 MeV, et une asymétrie x = 0.8 qui rend importante la non-hermiticité de l'image de
Dyson (cf. l'expression (3.63) de l'hamiltonien en bosons pour Vso = 0). D'ailleurs, pour éviter
les problèmes liés à cette non-hermiticité, la formule de Takada (3.43.b) a été employée. Les
résultats obtenus sont rassemblés dans la figure (3.2) ci-dessous et permettent de constater un
excellent accord entre la description IBM-4(/=0) et celle du modèle en couches au moins pour
le niveau (S,T)= (0,0) des noyaux N = Z pair-pair ainsique pour les états (S,T)= (0,1),(1,0)
des systèmes impair-impair N = Z.
E (MeV) 0 i
1+T=0
- 0,5 •
-1 • 0+T=l
1,5 •
TV= 1
- 2" 1+T=0
2,5 "
0+T=0
7V = 2 0+T=l
- 3-
7V = 3
- 3,5 "
4J
1+T=0
0+T=0
0+T=l
0+T=0
5V = 4
TV = 5 W = 6
Figure (3/2) : Comparaison entre les niveaux d'énergie de l'hamiltonien SOvr(8) avec couplage
spin-orbite et ceux issus de son image lBM-4(/=0) dans une couche sd. Pour chaque noyau
repéré par son nombre de bosons TV, les niveaux fermioniques sont indiqués dans la première
t§i5l|tïti^
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Finalement, une étude analogue a été entreprisepour la couchefp où un calcul fermionique est
rapidement limité. Les évaluations numériques ont de plus été effectuées avec un niveau p
situé / MeV au-dessus de la couche/et avec une intensité totale g = 0.7 MeV proche de la
valeur réaliste déduite par Dufour et Zuker [Duf96].
© Isospin du niveau fondamental des noyaux impair-impair N=Z
Les graphes de la figure (3.3) ci-après montrent l'écart énergétique entre les états
fondamentaux IBM-4(/=0) des voies (S,T)= (0,1) et (1,0) pour un nombre impair de bosons.
Leur examen permet immédiatement de constater que :
> pour un appariement majoritairement isoscalaire (x < 0) ou de même intensité dans
les canaux T= 0 etT" = / (x = 0), l'état T= 0 est progressivement défavorisé par
l'introduction du potentiel spin-orbite et ce d'autant plus que le nombre de particules
est important.
> si l'appariement est plus fort dans le canal isovectoriel (x > 0), le couplage spin-
orbite est quasiment sans influence sur la position relative des états T = 0 et T = 1.
Signalons que la stabilisation de l'état T = 1 par le potentiel spin-orbite avait déjà été suggérée
par Poves & al [Pov98] sur la base d'arguments qualitatifs, mais à notre connaissance l'étude
présentée constitue la première mise en évidence directe et quantitative de ce résultat.
Interprétation perturbative :
Commençons par reprendre de façon générale l'expansion de Dyson présentée au
paragraphe II-2 de ce chapitre :
». =Z [*?_,,«,«,+ Z K'L„W.w»A.
<0],<02 (Ol,ù)2,Cû3,ù)4
\h{j)] =4 Y h{1) (y03' Vf"2 -4 Y h{2) (y10' tv*2L B ]b>i(Û2 __, n,,n2\ n,,n3 j 1-n2,n3 ^ __, Âin, ,,,2 ,n3,n4\ln, ,n2 ) xn3 ,n4
l'i ."2 '"j «; .«2 ."3 'n4
I//(2)l =-16 Y //(2) (y03* VYf"2 W"5 y""L B io),.(a2,b)3,a4 --' n„n2.n3,n4\ n,,n5)\*„2.n6) Mn5.n61n3,n4
nt ,n2,n3
"4."s."6
ou Hn?,n2 et H,(^,n2,n3,n4 sont respectivement les éléments de matrice à 1 et 2 corps de
l'hamiltonien fermionique H et où les coefficients F," „2 représentent les constantes de
structure des paires collectives A* qui correspondent aux bosons b* : A+ = Y,Y,?„ KK •0r
dans le cas présent, les paires bosonisées diagonalisent H et donc//A^ - ewA^, swdésignant
l'énergie associée. Pour tout couple (n,,n2) d'états individuels, on a ainsi
( \an,%HAl\ )-__( \ananA+\ ), c'est-à-dire :
Y(//(;) F" -/7(/) Ya U?Vw'M Ym - p v<° «mZ_\1-£n,,«/nJ,«2 11n2,n31n3,nl) z __< "n,,„2,n3.n,1n3,n4 ~ tojI„l,n2 \5.0S)
"3 n3,n4
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Figure (3.3) : Evolution dans le cadre du modèle 1BM-4(Z = 0) de l'écart
AE = E(S = 0,T = ï)-E(S = 1,T = 0) entre les niveaux isovectoriels et isoscalaires des
noyaux N = Z impair-impair de la couche fp. Vw désigne le potentiel spin-orbite et x
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Compte tenu de la relation d'orthogonalité (3.33.a), il vient alors Ih^] = e, <5 .En
t P lù)j,(02 ml 0>/.a>2
conséquence, l'image deDyson del'hamiltonien (3.64) du modèle d'appariement 5C757.(5) avec
couplage spin-orbite, s'écrit donc après troncation aux paires propres (J,T) = (0,1),(1,0) de
plus basse énergie :
HB =e0,,ÏÏo,j +eÀ +(vp)b,2 c0rps (3-67)
avec (e0J,£10) les énergies de ces paires, (TV0/,TV/(?) les nombres de bosons correspondants et
(VP )B2 œ les termes à 2 bosons résultant de l'expansion skélétonisée de l'interaction
résiduelle Vp.
Dans ce contexte, l'influence du potentiel spin-orbite peut facilement être examinée en
considérant des valeurs suffisamment faibles de Vso pour autoriser un traitement perturbatif.
Afin de préserver l'analyticité de l'étude, nous négligerons toutefois les variations des vecteurs
propres. Dès lors, l'image (VP)Bi2 s'obtient simplement àpartir du développement (3.63) en
omettant les termes à 1corps. Par ailleurs, pour les énergies (e0J,£lfi), le caractère vectoriel
par rapport à (L,SJ et scalaire vis-à-vis de (j,f^j du couplage spin-orbite implique que les
corrections au premier ordre sont nulles et qu'au deuxième ordre :
e0.i-ga,,(y«,-0)+g ,./ _ M2(L,S,J,T) =(0,0,0,l)\-VJ.s \l2(L,S,J,T) =(l,l,0,l))2
E0,l\Vso - U)
£,,o=£,.o(Vso =0)+ J _ (l2(L,S,J,T) =(0,l,l,0)\ -Vj.s\l2(L,S,J,T) =(l,0,ï,0))2
(3.68)
où eo,,(vso =0) =-8 et £,0(VSO =0) =-8 ^~X> sont les niveaux non-perturbés et
-- z,
où les éléments de matrice mis en jeu sontdonnés de façon générale par :
(/2(L,5,y,r)|-vJ.?|/2(LS^^^
h'h
V(25 +7)(25'+/)
' l l L\
1/2 1/2 s\<
J, h J J
' l l L')
1/2 1/2 S'
J, 7*2 J.
[7 +(-/r+^
(3.69)
Dans les cas qui nous intéressent, les symboles 9-j se ramènent en fait à des coefficients de
Racah connus analytiquement et ainsi :
" °À" ~' êjy: =o)et e" -««C- -°'+ 3&e,jy. =o) (3'70)
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Finalement, nous avons choisi de poursuivre l'étude uniquement pour des interactions
d'appariement également intenses dans les voies T = 0 et T = l (x = 0). Dans ce cas,
l'hamiltonien (3.67) se réécrit en effet sous la forme suivante où TV" désigne l'opérateur
nombre de bosons et C2[5(75r(4)] l'invariant quadratique de l'algèbre 5(7iT(4) du modèle
IBM-4(/=0) (une expression de cet opérateur pourra être trouvée en annexe) :
HB =-g(j +^ y+^iï(ïï+5)+^c2[suA4)]+v
., 2VJ 1(1 +1) j, 2V2J(l +l)(Q2-2)2
avec V = -*-*-—'-Wot \ '-Nuo (3.71)
gQ. 3gQ
Le poteniel spin-orbite ayant été supposé faible, V apparaît alors comme une perturbation par
rapport à un hamiltonien ayant la symétrie 5(7sr(4) et pour lequel de nombreux résultats
analytiques ont été établis au paragraphe 1-4. Il est donc envisageable que l'on puisse parvenir
ainsi à des expressions littérales concernant la sensibilité au couplage spin-orbite des
propriétés superfluides des noyaux N = Z. Concernant en particulier l'écart AE entre les
niveaux ÏBM-4(l=0) de plus basse énergie dans les systèmes impair-impair, l'usage de la
théorie des perturbations au premier ordre sur les états SUA4) de la représentation favorisée
[/,/] amène à :
(a mE(S = 0,T= l) = -g —+— 7V + ^TV(TV + 5)+^-
U 4
8 nr^r , r\ , 58
4 v 4
2VÏAI +1), vW,M 2V2J(l +l)(Q2-2)2 SUsri4)
gQ \^°-7/s=o,r=i 3gQ* \r'-°/s=o.T.i { '
où nous avons utilisé les valeurs propres (1.75) de C2[SU(N)] et où les nombres moyens de
bosons à la limite SUA4) sont donnés dans le tableau (3.4). Une expression similaire peut
également être trouvée pour l'énergie de l'état 5 = 1,T = 0 et après calcul, il vient finalement :
V* (7V +3) 1(1 +1) \l +l61(1 +1) +16l2(l +1)2]AE =E(S =0,T =1)-E(S =1,T =0) =-— — ' L / ~-
(3.73)
On retrouve bien ainsi que l'introduction du couplage spin-orbite favorise energétiquement le
niveau T = 1 avec de plus un comportement linéaire en fonction du nombre TV de bosons qui
est d'ailleurs observé à x = 0 et Vso faible sur la figure (3.3).
© Evolution de la structure en paires
Les résultats obtenus sont consignés dans les histogrammes tridimensionnels (3.4),
(3.5) et (3.6) qui représentent, en fonction de l'asymétrie x entre les 2 appariements et du
potentiel spin-orbite Vso, les nombres moyens de bosons isoscalaires dans les états IBM-4(/=0)
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(S =0,T =1) et (S =1,T =0) du manganèse 50 (N =Z=25) ainsi que dans le niveau
fondamental (5=0, T=0) du noyau pair-pair de 52Fe (N =Z=26).
% bosons
(S=1,T=0)
Asymétrie entre les
2 appartements
0,25
Figure (3.4) : Structure en paires proton-neutron isoscalaires de l'état IBM-4(/=0) 5 = 1,T = 0
du 5Mn selon la constante de couplage spin-orbite et l'intensité relative des 2appariements
% bosons 10 cm—
(S=1,T=0) 90
-0,75
0,25
Asymétrie entre les ° •5
2 appariements 0,4 Potentiel
°'8 spin-orbite
(MeV)
Figure (3.5) : Structure en paires proton-neutron isoscalaires de l'état IBM-4(/=0) S=0.T=1
du MMn selon la constante de couplage spin-orbite et l'intensité relative des 2appariements
Réalisation enboson des invariances de la ligne N=Z - 106
% bosons 100
(S=1,T=0)
} 3 '*:
Asymétrie entre les
2 appariements 0,4 Potentiel
0 8 spin-orbite
(MeV)
Figure (3.6) : Structure en paires proton-neutron isoscalaires de l'état lBM-4(/=0) 5 = 0,T = 0
du 52Fe selon la constante de couplage spin-orbite et l'intensité relative des 2 appariements
Ces différents graphes amènent naturellement à conclure que l'intervention des paires
proton-neutron isoscalaires dans les états de plus basse énergie des noyaux N = Z est
considérablement limitée par la présence d'un appariement majoritairement isovectoriel (ce qui
est logique) et par le potentiel spin-orbite dont l'affinité vis-à-vis des structures T = 1 est ainsi
de nouveau mise en évidence. Signalons de plus que cette influence de Vso est confinée au
voisinage de la limite SUA4) correspondant à des appariements de même intensité dans les
canaux T - 0 et T = 1.
Interprétation perturbative :
Reprenons l'hamiltonien IBM-4(/=0) obtenu au paragraphe précédent pour un faible
potentiel spin-orbite Vso et une asymétrie x = 0 :
.Q 11\HR=-g\— + — Û+^ !N-(iï +5) +^ C2[SUA4)]+V
avecVrMfi)^-^'(^y-2f^
gQ 3gQ
En reprenant la notation \w,A,,SMs,TMT) du paragraphe 1-4 pour les états propres SUA4) de
HB en l'absence decouplage spin-orbite, l'état fondamental d'un noyau pair-pair N = Z s'écrit
ainsi au premier ordre :
|TV,5 =0,r =0)oc|TV,A =0,5 =0,r =O) +XzWK^^ =O,r =0) (3.74)
x*o
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où les nombres quantiques magnétiques (MSMT) ont été omis par simplicité et où
Z(A): (jV,A,5 =0,T =0\ V|TV,A =0,S =0,T =0)
"SUstMW-Esu^ÀO) (3.75)
EsusA4M) =-8\-j +—m +~^(^f +5) +^ ?i(À. +4) désignant les énergies des états
propres non-perturbés.
D'autre part, en raison des règles de réduction données au paragraphe 1-4 de ce
chapitre, les états à 1 boson et les opérateurs b+,b qui leursontassociés se transforment selon
la représentation irréductible [/,/] du groupe SU5T(4). Par suite, la perturbation V, qui ne fait
intervenir que des produits b+®b, présente vis-à-vis des opérations de SUA4) tous les
caractères tensoriels de la série de Clebsch-Gordan [7,7]® [7,7]. Celle-ci s'évalue par ailleurs
grâce aux règles établies parHecht &Pang [Hec69] et vaut précisément :
[7,/]®[/,/] = [0]©[2,/,/]©[2,2] (3.76)
Or en IBM-4(/=0) seules les RI de SUA4) ayant la forme générale [A, A] sont susceptibles de
respecter la statistique des bosons (cf. 1-4) et la décomposition de Ven tenseurs V[AA] par
rapport à SUA4) s'écrit donc V=V[0] +V[2'2]. Mais, compte tenu du théorème de Wigner-
Eckart, chaque composante V[l,x] ne peut connecter l'état non-perturbé [0] qu'avec avec un
vecteur se transformant en SUA4) selon l'une des RI du produit [0]® [A,A] =[A,A].
f(7V,A =0,5 =0,7/= 0| V|TV,A =0,5 =0,7/= 0)
[(TV,A =2,S =0,T =0\ V|TV, A=0,5 =0,T =0)
sont donc non nuls et comme le premier est exclus du développement perturbatif (3.74), il
vient : |TV,5 =0,r =0) =^ =L==.[|TV,A =0,5 =0,r =0) +^ |TV,A =2,5 =0,r =0)]
Finalement, seuls les éléments de matrice
ou
i+r
x=-j-(N,X =2,S =0,T =0\V\W,X =0,S =0,T =0) (3.77)
Le calcul de cet élément de matrice peut alors simplement s'effectuer en décomposant les
vecteurs sur la base SUS(3)® SUT(3) qui conserve les nombres de bosons (w;<0,TVoy) de
sorte que :
X
l=2,S=0,T=0 £M,l=0,S=0,T=0
Geo3~s 2" •J6 ca=0
(Opair
(N,(co,N-co),S =0,T =0\v\w,(co,N-co),s =0,T =0)
^^y,.),2^^^)^-2).
gQ 3gOs
(3.78)
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Les coefficients de changement de base ^•*--°-s-°'T-0 ont par ailleurs été évalués au
paragraphe 1-4 [cf. tableau (3.3)] et en procédant de la même manière, nous avons également
pu trouver que :
%-x=2's=0-T=0 =(-lf-°),2(!K-2co)
-\1I232 (co +1)1! (TV - co + /)//
JK(!jV +2) (N +4) (TV +6) co!! (TV -co)!!_
(3.79)
A ce moment-là, il ne reste plus qu'à effectuer par récurrence les sommations sur co de la
relation (3.78) pour finalement parvenir à l'expression suivante du coefficient de mélange %:
V20^(9f +6)l(l +l)[l+16l(l +l) +16l2(l +l)2]
9g^Q5
Le nombre moyen de bosons isoscalaires dans l'état perturbé (3.77) se calcule alors assez
facilement puisqu'il s'écrit :
K»>= 77^ t \(si:M0'T=0)2 +2X £•*-'«"••* ^-^r=o +%2(^-2^^)21 co
(ùpair
(3.81)
En utilisant les valeurs de ££,x•S=0J=0 données ci-dessus ainsi que dans le tableau (3.3) et en
évaluant de nouveau les sommes par récurrence, il vient précisément pour un noyau pair-pair
N = Z et jusqu'au 2-ème ordre en Vso :
N_TV yiW(*r +6) /(/ +/) [l +16l(l +l) +16l2(l +l)2]
^'•°l~ 2 18g2Q5 ( }
On retrouve donc bien le comportement observé dans les graphes précédents, à savoir un
appauvrissement en paires isoscalaires de l'état fondamental des noyaux N = Z au fur à
mesure que le potentiel spin-orbite Vso augmente. Par ailleurs, l'évolution linéaire avec le
nombre TV de bosons de la proportion (TV/0)/tV se vérifie aux faibles valeurs de Vso sur la
figure (3.7) ci-après.
Pour conclure, nous avons rassemblé sur la courbe (3.8) la structure en paires proton-
neutron T = 0 de l'état fondamental de tous les noyaux N = Z étudiés dans la couche fp.
lorsque les appariements T = 0 et T = l sont également intenses. La structure en "zigzag"
observée correspond en fait à un effet pair-pair / impair-impair associé à l'isospin du niveau
fondamental. En effet, l'état de plus basse énergie pour un nombre TV de bosons pair est
toujours isoscalaire, alors qu'il est isovectoriel lorsque TVest impair (cf. paragraphe précédent
ÏÏI-2) et logiquement la présence des paires T = 0 est donc défavorisée dans ce dernier cas.
Signalons d'ailleurs qu'un tel comportement a déjà été mis en évidence dans des approches
plus réalistes basées sur un traitement Monte-Carlo du modèle en couches [Eng96] et nous
retrouverons un résultat similaire dans les calculs IBM-4 au delà du 56M présentés au
paragraphe IV-3 de ce chapitre. L'étude réalisée ici montre en plus que l'amplitude des écarts
pair-pair / impair-impair est considérablement réduite par le potentiel spin-orbite qui tend
globalement à uniformiser la proportion de bosons isoscalaires vers une valeur quasiment
marginale (~ 10%).
(copair)
X = TTYPTs * (3-80)
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Figure (3.8) : Evolution avec le potentiel spin-orbite Vw de la structure en paires de l'état
fondamental des noyaux N = Z de la couche fp pour des appariements isoscalaire et
ysôvqctorieï'flSmêïffi^ '-MM^'c^th'i'^K i7.'7\y7.f''77,77'''. 7
Réalisation en boson des invariances de la ligne N=Z - 110
O Rôle de l'appariement isoscalaire dans les anomalies de masse de Wigner
Ces anomalies ont déjà fait l'objet d'une attention particulière au chapitre 2 de ce
mémoire (cf. I-2-b). Précisons simplement de nouveau que les noyaux N = Z présentent une
énergie de liaison additionnelle connue sous le nom d'énergie de Wigner et qui se manifeste
également par l'apparition d'une singularité W(A) de la double différence de masse SV .
C'est ainsi que dans le cas d'un système pair-pair :
W(A) =SVnp(N,Z)-±[SVnp(N,Z-2)+8Vnp(N +2,Z)] (N =Z=A/2) (3.83)
avec SVnp(N,Z) =~{[B(N,Z)-B(N,Z-2)]-[B(N-2,Z)-B(N-2,Z-2)}, B désignant
l'énergie de liaison. La figure (3.9) ci-dessous représente précisément les valeurs de
l'indicateur (3.83) pour le 48Cr (N = Z = 24, 4 bosons) obtenues dans le cadre de la
description IBM-4(/=0) du modèle d'appariement 505r(5) avec potentiel spin-orbite. Il
apparaît alors immédiatement que l'anomalie de masse est fortement influencée par la présence
de corrélations superfluides à isospin nul tout en étant d'autant plus réduite que l'intensité du
couplage spin-orbite est élevée.
Asymétrie
entre les 2
appariements
0,5 1 1,5 2 2,5
wrCr) (MeV)
3,5
Figure (3.9) : Evolution de la singularité Wdu Chrome 48 avec le potentiel spin-orbite Vsu et
l'intensité relative x des appariements T = 0 et 7"=/. On rappelle que pour .v = 7 (resp.
x = -l), l'hamiltonien ne contient qu'une interaction résiduelle d'appariement purement
isovectorielle (resp.. ïsoscaiaïre)
Ce résultat confirme ainsi les conclusions antérieures des références [Bre90, Sat97]
tant qu'au rôle de l'interaction isoscalaire dans le développement des anomalies de masse le
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long de la ligne N = Z. Il met de plus en lumière une connexion entre l'énergie de Wigner et
la présence dans l'état fondamental de bosons s = l,t = 0 physiquement associés à des paires
proton-neutron J = 1,T = 0. Au regard de toutes les observations effectuées dans ce
paragraphe, l'influence néfaste du potentiel spin-orbite se comprend alors aisément. Précisons
néanmoins que de précédentes études [Pov98] ainsi que l'interprétation en terme de signature
d'une symétrie SUA4) ou SUA4) proposée au chapitre 2, mettent en évidence que l'énergie
de Wigner ne provient pas uniquement de corrélations d'appariement. En conséquence, les
singularités de masse des noyaux N = Z ne peuvent seulement être considérées comme une
évidence expérimentale d'une superfluidité isoscalaire.
IV - Un second exemple : spectroscopie des noyaux N=Z au-delà du 56Ni
O Introduction
L'étude réalisée se fixe pour ultime objectif d'employer le modèle IBM-4 pour élucider
la structure de l'ensemble des noyaux N=Z de l'espace pf5/2g9/2 (N,Z =28-)50) où les
calculs modèle en couches deviennent quasiment irréalisables en raison des dimensions des
matrices à diagonaliser [cf. tableau (3.2)]. Néanmoins devant les difficultés à construire une
parametrisation phénoménologique de l'hamiltonien IBM-4 et compte tenu du peu de données
expérimentales qui permettraient d'évaluer les inconnues de cet hamiltonien, il nous a semblé
que labosonisation vers IBM-4 d'une interaction effective réaliste constituait le meilleur point
de départ. Dans ce contexte, une comparaison avec la spectroscopie modèle en couches
résultant de l'interaction employée s'impose et en conséquence, seule la couche pseudo-sd a
donc pu faire l'objet d'investigations. L'hamiltonien fermionique considéré est alors le même
que celui utilisé dans le chapitre 2 pour tester la validité de la pseudo-symétrie de Wigner.
Rappelons que cet hamiltonien correspond à une matrice G ajustée pour l'espace pf5/2g9/2 et
que nous avons renormalisée pour prendre en compte l'omission de g9j2.
Dans un tel contexte, l'utilisation des méthodes d'expansion en bosons pour construire
microscopiquement le modèle IBM-4 semble vouée à l'échec en raison de laprobable présence
de forts couplages entre les paires bosonisées et celles exclues du processus. Afin d'en avoir
une nette confirmation, nous avons comparé sur la figure (3.10) ci-dessous le spectre du 62Ga
(N =Z=31) dans l'espace pseudo-sd et dans une description IBM-4 après utilisation de
l'expansion de Dyson tronquée aux bosons (J,T) =(0,1),(2,/),(/,0)2,(2,0),(3,0) de plus basse
énergie. A noter qu'afin de ne pas amplifier les couplages avec les états spurieux, aucune
hermitisation n'a été effectuée. Le résultat IBM-4, loin d'être acceptable, atteste ainsi de
l'impossibilité d'utiliser un développement en bosons de l'hamiltonien fermionique en dehors
d'un découplage quasi-parfait du sous-espace bosonisé. Pour les calculs réalistes que nous
souhaitons effectuer, seule la construction explicite dans l'espace modèle en couches des états
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à plusieurs bosons, suivie d'un processus d'orthonormalisation approprié, semble donc en
mesure d'assurer la transcription en IBM-4 de l'interaction effective considérée. Les résultats
obtenus par ce genre d'approche, dont un exposé général a été présenté auparavant (cf. II-3),
vont faire l'objet des 2 paragraphes suivants. Nous espérons que par la suite une analyse du
type de celle réalisée par Dufour et Zuker [Duf96] permettra de mettre en exergue les
principaux termes qui composent les hamiltoniens IBM-4 calculés, de manière à pouvoir
proposer une forme phénoménologique utilisable en dehors de l'espace pseudo-sd.
Précisons enfin que tous les spectres présentés dans ce paragraphe et les suivants ont
été effectués avec le code ANTOINE [Cau90] pour la partie modèle en couches et avec
l'algorithme décrit au paragraphe 1-3 pour la description IBM-4. Le processus de bosonisation
lui-même a par ailleurs été mené numériquement grâce à un nouveau code informatique dont
l'écriture a constitué un élément essentiel de ce travail de thèse.
Modèle en couches
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Modèle IBM-4 déduit du développement
non-hermitique de Dyson
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Figure (3.10) : Spectroscopie du Gallium 62 dans le cadre du modèle en couches (espace
pseudo-sd) et dans une description IBM-4 obtenue par expansion skélétonisée de Dyson
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© Aspects formels des calculs IBM-4 dans la couche pseudo-sJ
Commençons par reprendre certains éléments du paragraphe II-3 concernant les étapes
à suivre pour déterminer les termes à 1 et 2 corps de la transcription en bosons HB d'un
l'hamiltonien H par la méthode de connexion des états :
> définition microscopique des états à 1boson a{1)) en leur associant des paires
collectives orthonormées a(/)) .
If
> calcul de l'hamiltonien en bosons à 1corps HB^ via :
> sélection d'une base orthonormée à2bosons j |«(2)) }puis construction de son
image j a(2)) \ dans l'espace des états à4fermions.
> choix d'une orthogonalisation O à partir de laquelle l'interaction à 2 corps entre
bosons HB2) pourra être évaluée grâce à larelation :
(a?l\n$>\a?)B=F{af>\ 0+H0\a?) ^{«W C)H <&).
De ce point de vue, l'espace pf5j2 que nous considérons offre une perspective
intéressante depar lapertinence en son sein d'une nomenclature pseudo SUA4) [cf. chaine de
réduction (2.7) également valable en termes de pseudo-nombres quantiques]. Cette
classification peut en effet être partiellement réalisée en IBM-4 par l'intermédiaire de la limite
SUA4) du modèle moyennant la connexion des représentations irréductibles de certains
groupes communs aux 2 descriptions :
IBM-4
U(36) 3 \UL{6) 3...3 SOL{3)] ® [UST(6) d «/„(*)
W [*/ K] r? L [h, h6] [X,.XVX3]
SOs{3) ® SOT(3)] r> SOj (3) ® SOr(3)
i a. ;
S
t t t
Pseudo - sd
U{24) 3 \UL{6) b.;.b SOL{3)\ ® [u (4) 3 SU. (4) u. SU,(2) ® SUT(2)] => SU3{2) ® SUT{2)
1 i i i i i il[l!X] [//.-./,] v L [f, ft] [î„X2â3\ S JMj TMT
(3.84)
Comme le montre le tableau (3.7) suivant, un tel schéma de correspondance confère alors à
l'approche IBM-4 dans l'espace pf5/2 une interprétation en terme de troncation du modèle en
couches aux pseudo-supermultiplets energétiquement favorisés dans chaque canal d'isospin.
JMj
t
TMT
En préservant de plus les labels Xt,X2,k3 ,L,S,JMj,TMT dont nous savons qu'ils
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caractérisent avec une bonne approximation les états de basse énergie des noyaux situés juste
au-delà du 56Ni, l'algorithme de bosonisation (3.84) trouve ainsi toute sa légitimité.
Nombre de
bosons
Ride
UL(6) Moment orbital L
Ride
SUA4)
Spin / isospin
(S,T)
1 M 0(s),2(d) [1,1] (o,i),(i,o)
2
[2] 0(s2 ,d2),2(sd,d2),4(d2)
[0] (0,0)
[2,2] (0,0),(0,2),(1,1),(2,0)
[in l(d2),2(sd),3(d2) [2,1,1] (0,1),(1,0),(1,1)
Nombre de
nucléons
2
Ride
"_'(*) Pseudo moment orbital L
Ride Pseudo-spin / Isospin(577)
0(s2,d2),2(sd,d2),4(d2) :9ÈÊI- (0,1),(1,0)
[u] /(J2),2^~J),5(J2) [2] (0,0), (1,1)
4
l^i 04,2',3,44,5,62,8 W$$Ê (0,0)
iBp 02,14,27,3",45,5\62,7 [2,1,1] (0,1),(1,0),(1,1)
[2.2] 0\1,2\32,44,5,6 [2,2] (0,0),(0,2),(1,1),(2,0)
[2,1,1] 15,23,35,42,52 [3,1] (0,!),(!, 0),(/,/), .(/,2),(2,7)
[1,1,1,1] 1,2,3 [4] (0,0),(/,/), (2,2)
Tableau (3.7) : Comparaison entre la limite SUA4) de IBM-4 et la classification SU (4) de
l'espace /;/s/, pour 1et 2 bosons. Dans le cas du modèle en couches, les RI de SU,.(4) sont
rangées par énergie croissante et celles communes avec IBM-4 ont été grisées.
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Concrètement, la méthode retenue consiste donc à associer chacun des bosons IBM-4
K,,s)jmj,tm, avec une Paire collective de nucléons couplés à la représentation antisymétrique
[Ï,I] de SUA4) ainsi qu'à un pseudo-moment orbital /" , un pseudo-spin s, un moment
cinétique total j et un isospin t, soit :
\(l,s)jmj,tm)B^\(l,s)jmj,tm)F =At . | )^X4t
* ' J n. n~P1.P2
IJjjmj.tm,
•P~2
at ®at\ l[ }
(3.85)
où p désigne de façon générale une pseudo-orbite. Les amplitudes XYT''1'""' sont par ailleurs.sjjiiij.mi,
évaluées grâce à un processus d'optimisation qui vise à reproduire au mieux les états propres
réalistes du 58Cu (système à 1boson) par un hamiltonien exhibant une invariance dynamique
sous les transformations de SUA4) et que nous avons choisi sous sa forme la plus simple,
c'est-à-dire une combinaison linéaire de tous les invariants de Casimir associés à cette limite
[cf. schéma de classification (2.7)]. Dès lors l'image fermionique des états à 2 bosons de la
limite SUA4), labellés par |[A;, k2,X3] (ll,l2)LS,JMJ,TMT)B conformément au tableau (3.7),
s'obtient assez facilement puisqu'en effet :
|[A,,À2,À,] (l„l2)LS,MJtmT)p = X 1^4^,^
•>; J, .h ,*2 .J2 .h \ Ih'$2 )' hmi, 'l2m,,
m:,+mh=M, \\ / J2 2
Xl,X2,?i3'\LS,JMJ,TMr
Ai- \ a+ ![h••>•; )Ji"'ji •<!">,, '2 .h )h"'j2 ,'2'",2
(3.86)
,L,S,
)f
où les coefficients assurent le couplage aux nombres quantiques |X/,A2,Ai
JMj,TMt dans la base non-orthonormée des états à 2 paires A7 AT.[li..ïi)jimJl,!,m,-l [l2.h)J2ml2.hm,2
{l,,l2 fixes) si bien qu'on peut les calculer numériquement par diagonalisation d'une
combinaison linéaire quelconque des opérateurs C2[5r7sV(4)|, /?, S2, J2 et T2 dans cette
même base. Signalons toutefois qu'en procédant ainsi les états (3.86) acquièrent des phases
aléatoires qui vont entraîner un arbitraire dans le signe des éléments de matrice hors diagonaux
de l'interaction à 2 corps entre bosons. Sans précaution particulière, les conséquences de cette
indétermination peuvent alors s'avérer catastrophiques sur la spectroscopie IBM-4 des
systèmes à plus de 2 bosons. Afin d'y remédier, nous avons choisi de fixer la phase de chaque
vecteur (3.86) de manière à ce que la composante sur l'un quelconque des vecteurs découplés
%i,)),m1,-',«HA{^)h^-^ ' ^ ^lG même Signe qU'en IBM"4 °Ù r°n peUt en effet écrire :
\[X„X2,X3](l„l2)LS,JMJ,TMT)B= X l[U] [U]
s,.i,.s2,i2 \ si>h s2,t2
[A.j,A.2,X3]
S,T
\(l!s,t1,l2s2t2)LS,JMJ,TM7
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soit :
[U] [U]\[*.l.i2,i3](i„i2)LS.JMJ.mT)B= X j—i (L,J *'
j, +»'l2 =M,
[U] [U]
1*1 212
"•t, +«i,2 =Mr
pl '? L"
**•
52 S
.7/ 72 J
(2L +l)(2S +l)(2j, +l)(2j2 +l)...
(j,mhj2mh \JM}) (t,mlit2mt2 \TMT) K,,,)^^^,,^)^^, ' ^
(3.87)
r t t i i\
•• '' 2' 3* ) désignant les facteurs isoscalaires de la réduction spin-isospin
S,T
SUA4) => SOs(3) ® SOT(3) calculés par Hecht& Pang [Hec69].
Pour achever la description du processus de bosonisation, il ne reste plus qu'à clarifier
la manière dont on orthogonalise les états (3.86). Rappelons que cette étape joue en réalité un
rôle majeur puisqu'elle contrôle la possibilité de se limiter aux termes à 2 corps dans
l'hamiltonien bosonique. Dans le cas présent, le schéma de correspondance (3.84) assure en
fait déjà l'orthogonalité des vecteurs à 2 paires appartenant à des sous-espaces
[Xj,à2,A3]LS,JMj,TMt différents et en conséquence seuls les états \s2)F , \sd)F , \d2)p de
chacun de ces sous-espaces doivent être orfhogonalisés. Comme précisé au paragraphe II-3, on
peut alors utiliser la méthode démocratique faisant appel au tenseur métrique de la famille
d'états considérés ou la procédure OAI consistant au contraire à effectuer une hiérarchisation
par nombre décroissant de bosons .s. Une comparaisonentre les 2 algorithmes est précisément
présentée sur la figure (3.11) ci-après dans le cas du 62Ga (N= Z= 31, 3 bosons). On
constate immédiatement que moyennant les choix effectués, seule l'approche OAI est en
mesure de fournir une spectroscopie acceptable vis-à-vis du modèle en couches. Ce résultat
illustre ainsi l'importance de l'opérateur d'orthogonalisation dans la construction d'une
interaction à 2 corps entre bosons capable d'encoder l'ensemble de l'hamiltonien fermionique
pour pouvoir convenablement décrire des systèmes à nombre plus élevé de particules. Il est
cependant regrettable qu'à ce jour, on ne sache pas déterminer le mécanisme
d'orthogonalisation le mieux adapté à l'interaction nucléaire effective utilisée. Précisons encore
que même si le spectre IBM-4 / OAI du 62Ga est globalement satisfaisant, il présente tout de
même une certaine dilatation par rapport à celui du modèle en couches. Un phénomène
similaire à en réalité déjà été constaté dans des calculs similaires pour IBM-2 où l'on a pu
l'interpréter comme résultant de la troncation effectuée [Yos96]. Pour y remédier, il faut alors
faire appel à des processus de renormalisation de l'hamiltonien visant à prendre en compte
l'effet des degrés de liberté bi-fermioniques non bosonisés. Devant la difficulté de telles
techniques qui finissent par faire perdre tout avantage à la modélisation IBM, nous avons opté
pour une méthode simple consistant à multiplier l'hamiltonien par une constante déterminée de
façon à ajuster la position du premier niveau 2+ dans le 60Zn (système à 2 bosons).
Logiquement, ce facteur d'échelle n'est donc appliqué que dans les calculs à au moins 2
bosons.
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Figure (3.11) : Comparaison entre le spectre pfs/2 du Gallium 62 et ceux obtenus dans
Réalisation en boson des invariances de la ligne N=Z - 118
Q Résultats
Une comparaison entre les niveaux expérimentaux, ceux issus de la description modèle
en couches dans l'espace pseudo-sd et ceux résultants de la diagonalisation de l'hamiltonien
IBM-4 construit microscopiquement dans le paragraphe précédent, est montrée pour un certain
nombre de noyaux N = Z au-delà du 56Ni sur les figures des pages 121 à 127. (Seuls les 3
premiers niveaux de chaque sous-espace (7,77) sont représentés et la quatrième colonne appelée
IBM-4* sera présentée par la suite). Précisons au sujet des calculs en bosons que le coefficient
de renormalisation utilisé à partir du 60Zn est égal à 0.82. A l'examen des spectres présentés,
on constate de façon générale un bon accord entre le modèle en couches dans l'espace pf5/2 et
les données expérimentales. Tant qu'à la description IBM-4, les résultats sont plus nuancés et
sont globalement de meilleure qualité pour les systèmes impair-impair malgré une constante
détérioration au fur à mesure que le nombre de bosons augmente. Signalons que l'absence du
premier état 3+ isoscalaire dans le Cuivre 58 se justifie par l'algorithme de bosonisation
(3.84). En effet, en associant le moment orbital / des bosons au pseudo nombre quantique L
d'une paire de nucléons, cet état est absent du traitement IBM-4 actuel puisque son analyse
montre qu'il présente majoritairement un caractère L = 4. Etant situé à basse énergie, on peut
penser que son omission est en particulier responsable des divergences observées entre les
descriptions fermionique et bosonique.
Dans ce contexte, une solution possible consiste à étendre l'approche par la prise en
compte de bosons hexadécapolaires (bosons g) précisément décrits par les couples
(l,s,t) = (4,0,1), (4,1,0) de manière à préserver l'existence d'une limite SUST(4) permettant
d'effectuer une bosonisation analogue à (3.84). Tout le processus de transcription en bosons de
l'interaction effective est ainsi similaire à celui décrit auparavant si ce n'est que la
classification pseudo- SUST(4) de l'espace pf5j2 est maintenant mise en correspondance avec la
chaîne de réduction suivante en IBM :
17(90) 3 [UL(15) 3... 3 SOL(3)]®[UST(6) 3 SUA4) 3 SOs(3) ®SOT(3)] 3 567, (3) ®SOT(3)
(3.88)
En outre, l'orthogonalisation OAI des états à 2 paires \s2) ,\sd)F,\sg)F,\d2),\g2) _,\dg)F de
chaque sous-espace [X1,X2,?i3]LS,JMJ,TMT est compliquée par l'existence de plusieurs
vecteurs ayant le même nombre ns de bosons 1= 0. La méthode retenue consiste alors tout
d'abord à orthogonaliser ces kets par rapport aux états caractérisés par une plus grande valeur
de ns conformément à l'algorithme OAI. Dans une seconde étape, les vecteurs en question
sont finalement rendus orthonormés entre eux grâce à l'emploi de leur matrice de
recouvrement, comme illustré schématiquement sur la figure (3.12) ci-après.
Dans la pratique, la diagonalisation de l'hamiltonien en bosons est néanmoins
quasiment impossible à réaliser lorsque tous les degrés de liberté / = 4 sont ajoutés à IBM-4.
Par ailleurs, en supposant qu'on parvienne tout de même à calculer cette spectroscopie, de
nombreux états spurieux se manifesteraient : par exemple, la dimension du sous-espace
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(Mj,MT) =(0,0) pour le Gallium 62 est de 3807 dans l'espace pseudo-sd alors qu'elle passe à
5066 dans l'algèbre de bosons U(90). Si de plus, on se souvientque l'introduction des bosons
g était initialement motivée par la seule prise en compte en IBM-4 du premier état
(J,T)= (3,0) du Cuivre 58, il est légitime d'envisager une troncation de l'hamiltonien étendu
aux bosons (l,s,j,t) =(0,0,0,1), (0,1,1,0), (2,0,2,1), (2,1,1,0), (2,1,2,0), (4,1,3,0)
représentant les paires collectives proton-neutron energétiquement favorisées et caractérisées
par un couple (moment cinétique, isospin) compatible avec l'approche IBM-4. A ce stade, il
est important d'insister sur le fait que le modèle ainsi construit correspond toujours à IBM-4 en
raison de la définition arbitraire du moment cinétique orbital et du spin des bosons.
L'énumération précédente confère en fait à / et s une signification physique en terme de
pseudo moment orbital et de spin d'un état à 2 fermions, alors que dans la vision IBM-4, il est
nécessaire d'associer l'état individuel (j = 3,t= 0) à un boson d. En conséquence, / devient
alors simplement un label effectif sans véritable définition microscopique et qui n'acquiert de
sens que dans la description IBM. C'est précisément à cette approche que nous avons donné le
nom d'IBM-4* dans les spectres suivants et ce afin d'introduire une distinction avec les
précédents calculs où les valeurs 1= 0,2 du modèle étaient exactement rattachées au nombre
quantique L. Signalons que le facteur d'échelle appliqué en IBM-4* dès 60Zn est de 0.61.
L'observation des niveaux d'énergie des différents systèmes N = Z considérés permet
immédiatement de constater une plus nette adéquation avec le modèle en couches. En
particulier, l'accord pour le Gallium 62 est remarquable compte tenu de l'absence de
dépendance de l'hamiltonien vis-à-vis du nombre Wde bosons. De même que pour les spectres
IBM-4 standard, des divergences apparaissent néanmoins lorsqu'on s'éloigne de la région où la
bosonisation a été effectuée avec une description plus pauvre pour les noyaux pair-pair. Il est
clair que pour ces noyaux, les résultats obtenus n'atteignent pas la qualité de ceux d'EUiott & al
en IBM-3 [E1196]. Leur calcul est cependant basé sur une forte dépendance en W que nous
n'avons pas considérée et que l'introduction des bosons isoscalaires ne parvient visiblement
pas à éliminer.
|f§§
'JJ
ns = 1
1
1 ns •=0 |
->
n =0
iiiiBill
iiitIf!
ns = 0
7Mil
tliiê
;i$!!iiÊlil§::
1 n = 0 \
n --2
n --/
n = 0)
Figure (3.12) : Mécanisme d'orthogonalisation des images fermioniques des états SU T(4) à
2 bosons dans le cas de l'approche ÏBM-4 étendue aux bosons g. Les vecteurs de chaque
espace [à,,X2,à.3]LS,JMj,TMt sont simplement caractérisés par leur nombre ns de bosons
/ = 0. Le passage >= d'un sous-espace ns sous-entend une orlhogonalisation des kets
par rapport aux états comportant un plus grand nombre de bosons s. Enfin, le passage en
grisé signifie une orthogonalisation démocratique des vecteurs du sous-espace.
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En conclusion de cette étude, une analyse de la structure en paires des noyaux N = Z
étudiés est présentée sur la figure (3.13) ci-dessous. Les états utilisés sont ceux de l'approche
IBM-4* dont nous venons de voir qu'elle fournit les résultats les plus satisfaisants. De façon
générale, on retrouve en fait un comportement similaire à celui de la limite SUA4) du
modèle restreint aux bosons s [cf. tableau (3.5)] : au fur à mesure que le nombre de particules
croît, il y a décroissance (resp. croissance) vers une valeur limite de la proportion de bosons
isoscalaires dans l'état t,T =0 (resp. 0+,T = 1) des noyaux N = Z impair-impair alors que
cette même proportion est quasiment constante et comprise entre les seuils précédents dans le
niveau 0+,T = 0 des noyaux N = Z pair-pair.
Proportion 100
de bosons
isoscalaires 9 0
80
70
60
50
40
30
20
10
0
H 1+T=0
LT=0
1+T=0
m
i»; 0+ T=0 V.' 0+ T=0
/0+ T=l
0+T=l
_*--
0+ T=l
3 4 5
Nombre de bosons
LT=0
P.
!_'..(rT=0
~ •* ^
*;*••>
0+T=l
Figure (3.13) : Nombre moyen de bosons t=0 dans le niveau fondamental (J,T) =(0,0) des
noyaux N = Z pair-pair ainsi que clans les états (J,T) = (0,1), (1,0) de plus basse énergie
pour les systèmes impair-impair. A partir du Gallium 62 (3 bosons), le niveau fondamental de
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Conclusion et Perspectives
L'originalité de ce travail de thèse se situe dans la mise en exergue de la pertinence
d'une pseudo-symétrie de Wigner pour interpréter les noyaux exotiques N = Z situés juste au-
delà du Nickel 56. Rattachée à une algèbre SUA4) combinant les degrés de liberté d'isospin
et de pseudo-spin, cette invariance a en outre un fondement microscopique de par sa relation
avec des caractéristiques universelles de l'interaction nucléaire effective comme son caractère
attractif à courte portée, sa localisation essentiellement à la surface du noyau ou la quasi-
égalité en valeur absolue des champs moyens relativistes scalaire et vectoriel auxquels elle
donne naissance.
Concrètement, nous avons effectivement montré que la classification SUA4)
constitue un schéma d'approximation raisonnable dans les noyaux N~Z de masse A ~ 60
avec un certain nombre de conséquences physiques tel un effet de déformation dans les
transitions Gamow-Teller ou la persistance de singularités au niveau de la double différence
de masse SVnp. Dans ce contexte, les mesures de masses etdes probabilités de décroissance /T
dans la région pf5/2 (N,Z = 28—> 40) présentent donc un intérêt certain. Sur le plan théorique,
des investigations plus systématiques dans le contexte du modèle en couches semblent
néanmoins nécessaires pour déterminer l'évolution du recouvrement avec le formalisme
SU. (4) à l'intérieur de l'ensemble de l'espace pseudo-sd ainsi que pour examiner l'influence
de l'introduction des couches f7/2 et/ou g9j2 surce même recouvrement.
Par ailleurs, notre étude analytique du modèle IBM-4(/=0) suggère que la limite
SU. (4) dans le canal L = 0 implique en réalité une condensation en structures de type a
précisément constituées d'une superposition équiprobable de 2 paires (5 =0,r =/j et de 2
paires (5=1,T =0) toujours couplées à un pseudo-spin etàun isospin total nul. Il serait alors
intéressant de tester directement la réalité de ces agglomérats en les utilisant par exemple
comme kets d'essai dans des approches variationnelles(l). Un simple calcul du recouvrement
avec un état réaliste permettrait finalement de valider sans ambiguïté l'existence de
corrélations en quartets dans les noyaux N = Z de masse A-60-70.
(i) Pour un noyau pair-pair N = Z constitué de 5V particules dans l'espace pseudo-sd, on pourrait ainsi
envisager de décrire le niveau fondamental par un vecteur de la forme :
\v(!jY,X))~(AlrA;j-XA:0.A:<,) \)
)ù A* = , > V2Z +1 \a* ®a*. avec *Q=> [21+1] et où A est un paramètre déterminé deS.T f -Zj [ 1.1/2.1/2 1.1/2.1/2} —-<\ /ou .Î . ... „ ,.. ,
I2Q i.. . • '
façon à minimiser l'énergie moyenne du système.
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Les résultats présentés apportent également un éclaircissement sur le problème
largement discuté de la structure en paires des systèmes lourds de faible isospin. Toujours
grâce à la réalisation IBM-4(/=0), nous avons effectivement mis enévidence que la restriction
de la symétrie SUA4) à la seule voie L=0 implique la présence d'un même nombre de
paires isoscalaires et isovectorielles dans l'état fondamental 7 = 0,T =0 des noyaux pair-pair
N = Z. Au contraire, les structures impair-impair secaractérisent parla présence de 2 niveaux
dégénérés J =1,T =0 et J =0,T =1 entre lesquels se répartissent les paires à pseudo-spins
parallèles avec en outre une prédominance dans l'état T=0 d'autant plus prononcée que le
nombre de particules est faible. Dès lors, il est clair qu'une étude similaire dans le cadre du
modèle IBM-4 complet serait fort intéressante pour déceler une éventuelle sensibilité aux
degrés de liberté pseudo-orbitaux.
Il faut encore signaler que même s'il est faible, le pseudo-couplage spin-orbite induit
néanmoins un mélange des représentations irréductibles de 5i!7. (4) dont les conséquences
sont loin d'être négligeables. Après l'avoir constaté numériquement, nous avons en effet pu
déduire analytiquement qu'en présence d'un appariement majoritairement isoscalaire, ce
potentiel défavorise le développement de corrélations L= 0 à isospin nul. C'est ainsi que dans
les noyaux impair-impair N = Z, la pseudo-interaction spin-orbite entraîne par exemple une
stabilisation, croissante avec le nombre de particules, de l'état J = 0,T= 1. De nouveau, il
pourrait être instructif de généraliser cette étude afin de savoir si un même effet apparaît sur
toutes les corrélations T = 0.
Enfin, la classification SU. (4) de l'espace pf
,5/2 nous a permis de tester
l'approximation IBM-4 en diagonalisant pour la première fois un hamiltonien complet déduit
microscopiquement d'une interaction résiduelle réaliste. La qualité des résultats obtenus,
essentiellement pour les noyaux impair-impair N = Z et en dehors de tout processus de
renormalisation ou de dépendance vis-à-vis du nombre de bosons, permet raisonnablement
d'envisager l'extraction d'une parametrisation phénoménologique utilisable dans un domaine
dépassant la zone pseudo-sd. Après un examen des transitions électromagnétiques, que nous
n'avons pas abordées dans ce travail par manque de temps, l'approche IBM-4 pourrait alors
s'avérer constituer une alternative intéressante au modèle en couches standard pour élucider la
structure collective de la ligne exotique N = Z = 28-> 50.
Les activités de recherche, dont ce mémoire fait l'objet, démontrent ainsi qu'en dépit de
leur introduction dès les premiers développements de la physique nucléaire, les concepts de
symétrie continuent à fournir une vision novatrice et souvent fructueuse de la problématique
actuelle du noyau atomique. Plus généralement, nous espérons que les travaux présentés
convaincront de la prééminence des démarches algébriques dans l'appréhension quantique des
systèmes mésoscopiques.
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Annexe
Calcul IBM-4(l=0) des éléments de matrice de l'opérateur de Casimir C2[5i7jr (4)]
dans une base SUS(3)® SUT(3)
Commençons par rappeler que dans l'approche IBM-4(/=0), le groupe SUST(4) peut
être généré par les opérateurs suivants :
S^^\bl0®blt0
(moment cinétique de spin)
T, =r2[K,^K]—MT
(isospin)
fcU=fe/®^U' \ +[Ko®k,V"m<*'r L lMs-n,MT=v L lMs-n,MT=v
(opérateur type Gamow-Teller)
(A.1)
(A.2)
(A.3)
En utilisant l'expression générale (1.28) de l'invariant quadratique d'un groupe semi-simple, on
montre alors que l'opérateur C2[SUST(4)] du modèle IBM-4(/=0) s'exprime sous la forme :
(A.4)C2[SUA4)] =3[Y+®Y+]^02__0 +S2 +T2
Par ailleurs, en recouplant [Y+ ®Y+ ]~'_~u =0 , il vient :
[y+ ®yX^o^o =iWo <i +uo,, Ko+iiïo.1 au+3K,, +*?#,,*) (a.5)
avec :
ÏÏSit=4(2s +l)(2t +l) \Ktt®bs, i5=o,r=oUc =0,MT=0
S=0,T=0
s'
et u =J(2s +l)(2t +l) [b:, ®b:, ] '
(A.6)
(A.7)
En conséquence, les éléments de matrice de l'opérateur (A.4) dans la base
\!N~,(co,N-co),SMs,TMT) (co étant le nombre de bosons s =l,t =0) associée à la limite
SUS(3)®SUT(3) sont donc donnés par :
VxJ;l2 =(w,(co1,W-co1),SMs,TMT\ uL0 u+0J +u0J ul0\w,(co2,W-co2),SMs,TMT) +...
5lûi,ù)2[2co1(K-co1) +3W +S(S +l)+T(T +l)] (A.8)
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Or en insérant une relation de fermeture dans la premièrepartie de cet élément, on a :
(3ft(o),,3f-û)t),SMs,JMT\ u]0 Ki \n,(co2,N-co2),SMs,TMt) =...
X (w,(cOj,W-co,),SMs,TMT\uli0\!N-0,(co0,N0-co0),S0MSo,T0MTo)...
X0,<D0,S0MSf),T0MTo
(w,(co2,W-co2),SMs,TMT\ u0J |5V0,(ù>0,5V0-co0),S0MSo,T0MTo)* (A.9)
Mais usl étant scalaire dans les espaces de spin et d'isospin tout en créant 2 bosons (s,t),
seules les combinaisons suivantes apportent une contribution non nulle à la somme :
S0,MSo=S,Ms;T,MT = T0,MTo
5V = 5V0+2; cOj=co0 + 2; N - co2=N0-co0+2 (A.10)
Ainsi :
(N,(co,,N-co1),SMs,TMT\ uioUoi \n,(co2,N-co2),SMs,TMt} =...
K2,o>,-2(n,(co1,N-co1),SMs,TMt\u10\!N--2,(co1-2,N--co1),SMs,TMt)...
(n,(co2,N -co2),SMs,TMT\ u01 \n-2,(co2,N- co2 -2),SMS,TMT)* (A.ll)
Il en résulte donc que les seuls éléments de matrice non nuls de l'observable C2[SUA4)] dans
la base SUS (3)® SUT (3) s'écrivent :
^to = 2û)fy-œ)+ 3N +5(5 +/) +T(T +1) (A.12)
KH-2 =(N,(co,!iï-co),SMs,TMT\ u10 \N -2,(co-2,N -co),SMs,TMT)...
(N,(co-2,N-co +2),SMs,TMT\u01 |w-2,(co-2,N -co),SMs,TMT)* (A.13)
K*:L2 ={N,(co,N-co),SMs,TMT\ u0J \W-2,(co,W-co-2),SMs,TMt}...
(N,(co +2,N-co-2),SMs,TMt\uL0\!K-2,(co,N-co-2),SMs,TMt)* (A.14)
Il apparaît donc ainsi que tout le calcul est ramené à l'évaluation de l'élément
X(co,J) =(co,JM\43[p+®p+^\co-2,JM) relatif à un système de bosons p+^_101
caractérisés par un moment cinétique individuel ; = / et donc rattachés au groupe unitaire.
U(3). Algébriquement, les kets \co,JM) à co particules sont alors associés à la chaîne de
réduction :
U(3) _) SO(3) =3 SO(2)\
i i i ),[co] J M j
desorte que, compte tenu des règles debranchement du tableau (1.82), ona
J = co,co -2,co-4,...,0 ou 1
(A.15)
(A.16)
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D'autre part, en introduisant une relation de fermeture entre les 2 opérateurs p+ de l'élément
X(co,J) ainsi qu'en utilisant le théorème de Wigner-Eckart (1.63) pour la réduction
SO(3) 3 SO(2), on obtient :
(-/y-X(co,J)= \ l2 X -y= \JM' 1-H\J'M')(J'M' ; lfi\JM)..
(27 +1) j.,M',n^ZJ +1
{co,J\\p+ \\co-l,J')so{3) (co-l,J' \\p+ \\co-2,J')so{3) (A.17)
soit, après simplification grâce aux propriétés de symétrie et d'orthogonalité des coefficients
de Clebsch-Gordan :
x(w'7)=irr7ÇHr/'+'(w'/|l;?+ "w"i,y' SO{3) co-l,J' \\p+\\co-2,J') SO{3)
(A. 18)
Or, toujours par application du théorème de Wigner-Eckart mais maintenant pour la réduction
U(3)z)SO(3), il vient:
(co,JM\P;\co-l,J'M') =-^-([co-l](J'M')-,[l](lfi)\[co](JM))(co\\p+\\co-l
>-']
U(3)
(A. 19)
où d[c0_!] est la dimension de la RI [co -1] du groupe U(3) et où le coefficient de couplage
peut s'évaluer grâce au lemme de Racah (1.83) :
([co-1] (J'M<) ;[/] (lu) |[co] (JM)) =([(°Ti 1] [f
J' [f)U{3) (J'M' ; lp\JM)SO(3)
(A.20)
Mais on peut bien sur aussi écrire
(co,JM\-P; \co-l,J'M') =-^={J'M' ; lp]JM) (co,J\\p+ «co-l,J')so{3) (A.21)
D'où
(co,J\\p+\\co-l,J') [co-1] [1]
so(3) J'
[co]\U{3) 42JT+1
J ISO{3) d[(0-l] W \\(Û~l)u(3)
(A.22)
A ce moment-là, utilisons l'égalité (A.19) pour J = M = co, p. = l ,J'=M'=co-l. Dans ces
conditions, le coefficient de couplage vaut 1 par normalisation et de plus une réalisation
explicite des vecteurs \co,JM), \co - 1,J'M') en termes des bosons p* est immédiate :|W7M}^(p;)l)et|W-I)/'M')=-jpL=(ft+r'|)
=»•/ ,/ ?v(l(^)V(^ri )-&~ (co\\P+\\co-l)ui3]
^co!(co-l)! %_n
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Ainsi :
(co,J\\p*\\co-l,J') _/[co-l] [1]S0(3) \ j, j [CO]J
,U(3)
(A.23)
$0(3)
En outre, la règle (A.16) déterminant les valeurs possibles du moment cinétique d'un système
de bosons p implique l'impossibilité d'avoir J'= J dans le développement (A. 18). Seuls les cas
J'=J±1 subsistent donc et par suite :
X(co,J) \co(co-l)
V 27 + /
/>-/] [/]
\ J+l 1
[co-1] [1]
J-l 1
,U(3)
[co]\U{3) l[co-2] [1]
J LÀ J i
[co]V{V[co-2] [1] [co-l]\
j Là J 7 j+i i
[co-l]\Ui3)
J-1 m)
(A.24)
Les facteurs isoscalaires qui apparaissent dans cette expression sont par ailleurs
analytiquement connus [E1158] et finalement :
X(co,J) = -J(co-J)(co +J +l) (A.25)
Il en résulte alors immédiatement l'expression suivante pour les seuls éléments de matrice
inconnus (A.13) et (A. 14) de l'opérateur C2[5t/S7.(4)] dans la base SUS(3)® SUT(3) :
vw-2 =X(co, S)X(W -co +2,T)*= ^(co-S)(co +S+l)(^f-co-T +2)(!M-co +T+3)
vxJ:L2 =AN ~co, T)X(co +2, S)* =^(co-S)(co +S+l)(K-co-T +2)(!K-to +T+3)
Compte tenu de la relation (A.12), V™£ =2co(W -co) +3W +S(S +1) +T(T +/), on retrouve
bien les résultats annoncés dans leparagraphe 1-4 du chapitre 3.
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Résumé
Avec le développement des faisceaux radioactifs, un intérêt particulier est actuellement
porté aux noyaux exotiques riches en protons. Ces structures offrent en effet la possibilité de
développer une superfluidité proton-neutron dont l'importance vis à vis des corrélations
d'appariement entre nucléons identiques fait l'objet de nombreuses études théoriques. Le travail
présenté propose précisément d'aborder ce problème dans le cadre d'une approche algébrique
basée sur une symétrie SU(4) de Wigner combinant les degrés de liberté de pseudo-spin et
d'isospin. Après avoir repris en détail les implémentations de la théorie des groupes en mécanique
quantique, la pertinence de la classification pseudo-SU(4) est directement montrée au niveau des
états réalistes du modèle en couches. Ses conséquences au niveau des masses et des transitions de
décroissance (3 sont également analysées. Sa réalisation partielle en bosons de moment orbital nul
est de plus utilisée pour mettre en évidence un certain nombre de phénomènes physiques
spécifiques à la ligne N=Z comme la condensation en structures de type ce ou la destruction par le
potentiel spin-orbite des corrélations superfluides isoscalaires. Enfin, un autre schéma de
bosonisation incluant des degrés de liberté quadrupolaires (modèle IBM-4) est testé pour la
première fois en diagonalisant un hamiltonien complet déduit d'une interaction réaliste du modèle
en couches. La qualité des résultats obtenus, plus particulièrement pour les noyaux impair-impair,
permet raisonnablement d'envisager l'utilisation de cette approximation en bosons comme
alternative aux approches fermioniques standard pour élucider la structure collective de la ligne
exotique N~Z==28-50.
Abstract
With the development of radioactive beams, an area of intense research in nuclear physics
concerns the structure of exotic Systems with roughly equal numbers of protons and neutrons.
Thèse nuclei might in fact develop a proton-neutron superfluidity whose importance compared to
pairing corrélations between like nucléons is currently investigated. The work presented in this
thesis suggests to look at such a compétition in an algebraic framework based on a Wigner SU(4)
symmetry that combines the pseudo-spin and isospin degrees of freedom. After a detailed review
of group theory in quantum mechanics, the validity of the pseudo-SU(4) classification is shown
via a direct analysis of realistic shell model states. Its conséquences on binding énergies and P
decay are also studied. Moreover, a simplified boson réalisation with zéro orbital angular
momentum is used to find some physical features of N=Z nuclei such as the condensation of ct-
like structures or the destruction of isoscalar superfluid corrélations by the spin-orbit potential.
Finally, another bosonisation scheme that includes quadrupole degrees of freedom (IBM-4
model) is tested for the first time by diagonalization of a full hamiltonian deduced from a realistic
shell model interaction. The quality of the results, especially for odd-odd nuclei, allows one to
consider this boson approximation as an alternative to standard fermionic approaches for the
collective structure of the exotic line N~Z=28-50.
